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YBOI

1.1 Hacranak 3Be3/1e u I€H >XNUBOT

Cse 3Be31e 3aM09Nby CBOj XKUBOT KA0O OOJIAIM I'aca U MPAIIHHE CACTAB/bEHE O]
aToOMa, BOJIOHUKA M XeJujyMa. 300T JIejCTBa IpaBUTAIMje, OBA MaTepUja MOIUIHE J1a
ce CKyIlba, rpynuiryhu ce y mporo3se3iy, 3atuM y 1T Tauri 3Be3:1y, cBe 10 passuha
y 3Be3/1y IVIABHOI HU3a. 300T BUCOKUX TeMIIepaTypa JI0JIa3u J0 HyKJeapHe dy3uje
y KOjOj ce je3rpa BOJOHUWKA chajajy dopmupajyhm joir Teke je3rpo XesujyMa.
Omaj mporec mparu ocjiodahame eHepruje Koja ce CYIpPOTCTaB/ba TI'PABUTAIU)H,
qurehn 3Be3/y cTabuIHOM (3BE3/1a MMa HEIPOMEHJHbUBY BEJIMUUHY, TEMIIEPATYPY
u cjaj). 3Be3za ocraje y OBOM CTamby CBe JIOK He MOTPOIINM CKOPO CaB BOJOHUK
Kao TOpuBO. ¥ OBOM TPEHYTKY 3Be3ja Kpehe 1a ce Mema. Je3rpo moduibe Ja ce
CKyIUba W IIOCTaje TOILINje, 300I dera MpeocTau BOJIOHUK Kpehe s1a caropesa
Behom Op3uHOM, cTBapajyhu Behy kKosmduHy eHepruje u momepajyhn Crosbarrmbe
ciojeBe Jasbe o jesrpa (pamamjyc 3Be3zme ce nosehasa). Iomro ce crnospamnimbu
CJIOjEeBU yJIa/baBajy O]l je3rpa, oHu noctajy xjaajanuju. Ha ocnoBy Bunosor 3akona
(A = %, raejeb=2,9-10"2K -m) 3Hamo0 jia ce ca IIPOMEHOM TeMIIepaType Mema
U HajBEPOBATHUja TaJIACHA JIY?KUHA Yy CIEKTPY TOILUIOTHOI 3paderha allCoJIyTHOT
npaor teja. Ca moehameM TeMiieparype Tejla MAaKCUMYM KPHBE CIIEKTPAJIHE
eMHUCHuoHe MONM ImoMepa ce Ka MarmbUM TaJacHUM JIyKUHAMa U OOPHYTO.
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Cuauka 1.1: I'pacduk 3aBUCHOCTH CIIEKTpaJIHEe eMUCHOHE MONU OJI TajlacHe Ty KUHE.

Kako cy ce criospbHUE cj10j€BU 3Be371e OXJIa IUIN, TAJIaCHA TyKUHA HBUXOBOT 3padernha
ce ToMepa Ka IPBEHOM CIEKTPY, Ia 3Be3Jia J00uja IPBEHY O00jy. 3Be3Ja Taja
roctaje rpeern puH. OHA MOXKe J1a OIICTaHe Y OBOM CTalby OKO MUJIHjap/Iy T'OJUHA.
VY 3aBHUCHOCTH OJT Mace je3rpa, 3Be3/1a MOXKe Jla [IOCTaHe OeJiN aTyJhaK, HEYTPOHCKA
3Be3/la WU IIpHA pyIIia.

Cauka 1.2: IlpBennu 1uH.
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1.2 bBbeau naryspak

YkoJIKO je je3arpo 3sesie sakiie oi 1.4Me (Hanapacekaposa rpanuiia) 3sesia
he nocraTu Oenn nary/bak. Hakon dase npseHor nmHa, je3rpo 3se3je Kpehe ja ce
cykaBa u noctaje tommje. Caja 3Be3/1a yJIa3u y CTAJUjyM XeJINjYMCKOT OJbeCKa
IIPUJIMKOM KOjer' ce je3rpa XejujyMa, MIPETXOJHO HacTajga (y3ujoM BOJIOHUKA,
criajajy, cTBapajyhm yrybeHUK M KHUCEOHUK Y TPOCTPyKOoM aJjida mporecy. Tokom
OBOI' CTarba, 3Be3JIa IyJICUpa, CMaibyje ce, 3arpeBa ce W TajacHa JIy?KUHA HHEHOT
3padera TEeXKU IJIABOM JIeJIy CIEeKTpa, Ia HaM Ce YMHU Jla 3Be3/a J00uja IJIaBy
0ojy. Kaga jesrpo mocrame BehmHCKM yIJb€HUK W KHCEOHHK, OHO HE MOXKE JIa
CTBapa TexKe eJIeMeHTe 300I HeJIOCTATKA TOIUIoTe (3Be3/la HeMa JIOBOJbHO Mace
Ja Ou ce je3rpo joIl BUIE CKYNWIO M CAMUM THM ToBeliajo Temieparypy) u
jesrpo ce ypymasa. Caja 3Be31a Kpehe MOHOBO Ja ce mupu mocTajyhum orpomMHa
IIOHOBO, CBe JIOK Ca TOCJIE/IIbUM IIPACKOM €Hepruje He M3DaIy MOCJeIhe CI0jeBe
y ceemup. llomro Buite Hema HyKJIeapHOT TOPUBaA KOje ce OJYITUpe I'PaBUTAIIU]H,
je3rpo ce ckymba. EjgeKTpoHu He MOry BHUIIE Ja Ce cadujajy U CyIpOTCTABIbA]Y
ce rpauTtaruju. OBa 1ojaBa ce HAa3WBaA MPUTHUCAK JleT€HEpAIUje eJIEKTPOHA. 1aja
ocTaje caMo MaJio (OTHIPUJIMKE BeJIMYnHE 3eMJbe), YCHjaHO je3rpo Koje ce Ha3uBa
Oesn maTysbak. BpemenowM, jearpo he ce oxyiaiuT U yracuTH jep HeMa TOpHuBa Koje
Om MOTIJIO Jla caropeBa, ocTaBsbajyhu 3a codoMm IpHOr nartysbka. Marepuja Koja je
n3dateHa y CBeMUp Ha3UBa ce IJIaHeTapHa MarjinHa; OHa IIOTOM MOXKe J1a oMOoryhu
crBapame HoBe 3Be3je. Jak 97% cBuX 3Be3ja y cBeMUpY lie 3aBPIIMTH KAO OeJn
naTyJbIHN.

1.3 HeyrpoHcKa 3Be31a

3Be3se Behe mace he nmaTu Behy KommunHy ropuBa, ajau he cuiia rpaBuTaluje
OMTHM CHaKHUja I1a he 3Be37[a MHOTO OpzKe caropeBaTh NOPUBO U CAMHUM THM he
umatu Kpahe Bpeme kuBoTa. 300r Tora he oBe 3Be3se Outu Behe, cBeT/IMje AU U
MHOTO Torunje. Hakon caropeBarma BOJIOHUKA, 3B€3/1a Takohe pacTe /10 CTaInjyMa
IIPBEHOT TIMHA, &M O] Ce je3rpo CKyIl/ba W IIOCTaje JIOCTa TOIJINje O je3rapa
JIAKMX 3Be3Jla Koje IMocTajy Oennm maryspiim. 30or Behe Tormsore, je3rpa, HAKOH
caropeBarmba XeJnjymMa M CTBapamba YIVbeHHKA M KUCEOHUKA, MOTY Jia HACTaBe
ca HyKJeapHHM peakidjama, cTBapajyhm Texke ejgeMeHTe: HEOH, CHJIAIIjYM,
cBe 70 rBokDa. OBU ejleMEHTH ce TaJioXKe Kao CJI0jeBU y je3rpy TIJe je CBaKW
CJI0j MCHYIbEH CBE TEXKUM €JIEMEHTOM KaKO ce OJIMXKHU IEeHTPY 3Be3jie 300r Behe
TorioTe u MoryhHocTn obaBibamba Jla/be HykJieapHe ¢dysuje. Mehyrum, kama
3Be3/1a CTBOpU I'BoXKDe, naba dy3uja Huje Moryha u 3Be3ja OIcTaje CBe JIOK MOXKe
Jla caropeBa OcCTaJjle eJeMeHTEe U IIPOU3BOJM JIOBOJHHO €HEPIHje Ja Ou ce OyIpJia
rpaBuTaiiju. HakoH mITO McTpolmm cBe TOPUBO, I'paBUTaIlja IIpPeoBJajiaBa u
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3Be3zia ce ypymasa. CHo/bAIlbU CJAOJEBU CE€ HAIVIO CKYIUbajy W OJIONjajy Off
jesrpa crBapajyhm ekciio3ujy Koja u3dallyje cBe TeIKe eJeMeHTe KOje je 3Be3/a
cTBopusia Ha3a y ceemup. OBaj norahaj ce nazuba cymnepHoBa. TokoM cyriepHOBE
CBHU OCTaJIM TEIIKA U CYIEPTENIKN €JIEMEHTHU Ce CTBapajy, 3axXBasbyjyhu BeJNKO]
KOJIMYMHU €Hepruje Koja Iiera MaTepujy u cmaja je moHoBo. OBH ejleMeHTH
ce cTBapajy caMO TOKOM CyIE€PHOBE HJIM TOKOM KHJIOHOBE (HACTaje MPHJINKOM
crajarma JiBe HEYTPOHCKe 3Be3Jle WJIM HEyTPOHCKe 3Be3Jle M IpHe pyIe) U 300r
TOra Cy TOJIMKO peTku y npupoju. CymnepHoBe Cy TOJUKO CjajHe, Ja CBETJe jadue
OJ1 TIeJIUX Tajlakchja W Moryhe WX je yOUYUTH TOJIUM OKOM. l'paButalija 3Be3Jie
he Tonmuko caburtu jesrpo ja he cBu enekTponu yhu y peakiujy ca IpPOTOHUMA
creapajyhm meyrpone. OBa peakinja, 3ammpaBo, moKpehe CymnepHOBY. YKOJUKO je
IIPEOCTAJIO je3rpo HaKOH cyllepHOBe Jakiie o1 3Me, oHo he mocratn HEyTPOHCKA
3Be3na. Heyrponu nehe Bumre mohm na ce cadujajy u ogynupahe ce rpaButanuju
30or llaynujeBor mpuHIUIIA UCK/bYYeha Y MOjaBU 3BAHOj MIPUTHUCAK JIeTeHepaIlje
HeyTpoHa. HeyTpoHCcKe 3Be3/ie cy jocra cadujeHe u 360r Tora n3y3eTHO Mase (OKO
10KM TIOJTyIIPEYHUK ), ATl 3aTO CaJp:Ke Macy MOYEeTHOr je3rpa.

Neutron Star

Cuauka 1.3: Ilopebheme Gesror narysbka, HEyTPOHCKE 3Be3/Ie U 3eMibe (C JIeBa Ha JECHO).

1.4 Ilpnaa pyna

Vkonuko je maca jesrpa Beha oy 3Me, nacrahe mpua pyma. I'paBuraruja he
OMTH TOJIMKO jaKa Jia jOj ce HU INPUTUCAK JereHepalyje HeyTpoHa Hehe mohu
OJIyIIPETH U je3rpo he ce CKyIUTH y TadKy HYJITe 3allpeMUHE U DECKOHAYHE I'yCTUHE
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Ha3BaHy cuHTyJaapuTeT. Tako he macrtaTtu npua pyna. llpHa pyna Tosmko caBuja
IIPOCTOP-BpeMe Jla joj YaK HU CBeTJIOCT He Moxke rodehun. Poronm He Mory Ja
IOOErHy TOJIMKOj TPABUTAIINA]U U 300T TOTA MU HE BUJIMMO KaKO I[PHA PyTIa U3TJIe/Ia.
Omo 1mTO MU 3ampaBoO BUAMMO Ha3uWBa ce Xxopu3oHT gorahaja. Pamgujyc xopuzonTa
norahaja mazusa ce [lIBaprmmuianos pagujyc Ry = QGCJ\Q’ M (rme je Ry HIBaprumuiios
pagujyc, Gy rpaBuTalinoHa KoHCTaHTa, M Maca oDjeKTa U ¢ Op3MHA CBETJIOCTH).
Haxkon mpenacka xopuszonTa jorahaja, jia Oucre HAIYCTUIU IPHY PYIIY MOPaJIH

oucre na ce kpehere dp2Kke 0J1 CBETJIOCTH IIITO je, HApaBHO, HeMoryhe.

Life Cycle of a Star

—

G
Dwarf

Red Giant Planetary Nebula
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-

’ MNeutron Star
Stellar Nebula . . ' \
Massive Star |§

Red Supernova
Supergiant Black Hole

Cauka 1.4: 2KusorHu mukiiyc 3se3/a.

Ommrra Teopuja pelaTUBHOCTHA TPEIBUDA HEKOJUKO PA3IUIATUX THUIIOBA IIPHUX
pymna:

IpHA pyma Heporupajyha porupajyha
HeHaeJIeKTPUCAHA HIsaprmmt Kep
naenekrpucana | Pajsuep-HopgcTtpym | Kep-Fbyman
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MaTteMaTUu4K yBO/J,

2.1 Eykauacku npoctop F3 m meTpuka

Cauka 2.1: Eykiuiacku mpocTop.

Y eyKJINJACKOM TPOJIUMEH3UOHATHOM IIPOCTOPY CBAKY TAYKy IIPOCTOPA MOXKEMO
jenuHCcTBEHO O/pesuTH oMoy ypehene Tpojke exkaprosux KoopauHara (,y, z).
Vamumo Ja ce KoopuHaTe o3HadaBajy ca ' vje je i € {1,2,3}. Tana je pacrojame
u3Mmelhy JBe Taduke MPOCTOpa JATO U3PA30M:

dsy = +(dz")*+(dz?)*+(dz?)? (2.1)
13 jenmaumHe ce BHAM Ja Yy EYKJHJICKOM IPOCTOPY pacrojalbe MoOpa OuTH

7



8 2. MaremaTu4ku yBOJ,

HEeHeraTUBHO (KaXKeMo Jia je MeTpuka JjiepUHUTHA). SHAIM WCIpe] cabupaka y
(2.1) unne curnarypy Merpuke. Tako eyKJIMJICKa METPUKA UMa CUTHATYDPY (+++).

Jom jenan mauwn na 3anumemo dopmyny (2.1) jecre ysohewem Kponekepose
Jlesre:

. L
aijz{’ = (2.2)
0, 3a1#]

Yeohemwem Kponekepose jesre nzpas (2.1) mocraje:
3 . .
dsy = Y. bijda’da’ (2.3)
ij=1

Opx cama hemo kopuctutu, paju Kpaher mucama, AJHIITAJHOBY CYyMAIlMOHY
KOHBEHIIN]Y TIO0 KOjO] Ce CyMHUpa I10 TTOHOB/LEHOM WHJIEKCY KOjH je jeTHOM TOpHhU, a
jemrom nomu. Tume ce m3pas (2.3) cBoau Ha:

ds3, = 6;;dx'dz’ (2.4)

VKOIMKO KBaJIpaT pacTojarba IPEJICTABUMO y OBOM OOJIMKY, OHJA €eJIEMEHTE
ca JBOCTPYKHM HHJIEKCOM 30BEMO KOMIIOHEHTaMa MeTpuke. Y uspady (2.4) J;;
IIpeICTaB/bajy KOMIIOHEHTE eYKJINJICKe MeTpuKe. MeTpuka je, JTak/e, JijaroHasHa.

Casa hemo tipe/icTaBuUTH CKaJIapHUA TPOU3BOJ, KOpucTehu eyKJIMICKY METPUKY:

A-B=6,AB (2.5)

Ako y3memo ma d¥ oppehyje pacrojame m3amehy aBe Tauke Koje mocMaTrpamo, OHJIa,
u3pas (2.4), kopucrehu (2.5), mocraje:

ds% = d7 - d¥ (2.6)

Jenna o ojayimKa pacrojama m3Mehy Tadaka jecTe Jia OHO HE 3aBHUCH O]I
poraruje KoopjuHaTHor cuctema. CKajJapHU TPOU3BOJ, OMJIO KOja JIBA BEKTOPA je
WHBapUjaHTaH, TO JeCT He Memha Ce MPUIUKOM POTaIlfje.

Cajia hemo yBecTn KOHTPAKIHUjy:

Ha raj mauun, uzpas (2.5) nocraje:
A B =APB (2.8)

U3 (2.7) Bugumo Ja 3a eyKIuJICKH npoctop Baxku A; = A’
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2.2 KoopamHaTHU CUHTYJIAPUTET

Eyknuncky paBan MOoxKeMO IpejcTaBuUTH moMohy JlekapToBuUX KOOpJAuWHATa WU
rnmoMohy KpUBOJIMHI]CKUX KOOP/IMHATA, PEIUMO, ITOJTapHUX.

105" o
y 120°
13587
A 150°

165%

P ~{ls
(x,y) Q

155%

} x 240°

ze5° °
4ige 295

Ciauka 2.2: JlekapToBe KOOpIUHATE. Cauka 2.3: Ilosrapae koopauHate.

=z 2V =7
e .

Onya moxkemo Hahu Be3y m3mely oBa JiBa KOOpJWHATHA CHCTEMA, U TO:

z = rcosf
{ ) (2.10)
y =rsinf

Y3mumo s1a je:

Pacrojame n3melhy sBe Tauke je onja:
ds® = gij(x)dz'dx’ = dz* + dy? (2.11)
OJIHOCHO, KaJIa 3aIIAIIEMO y IIOJIADHUM KOODJIMHATAMA:
ds? = gy (a)dz" dz? = dr? + r*df* (2.12)

Buanmo n1a ce KOMIIOHEHTE METPHUKE Merbhajy ca MPOMEHOM KOOPJIWHATHOT CUCTEMA
JIOK je pacTojarme mHBapujaHTHO. 3a JlekapToBe KOOpIMWHATE, OJHOCHO IOJIApPHE
KOOD/IMHATE BarXKU:
grr = 1
9ij(x) = 0y gro = gor =0 (2.13)
gog = 1°
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N3 oBora ce Buam ja he MeTpuka KOJI TMOJAPHUX KOOP/IMHATA 3aBUCHTU O]T
pajjasne KoopauHare (ggg = %), OJHOCHO OJ TavKe IMIPOCTOPA KOjy MOCMATPaMO.

Y paBHOM IIPOCTOPY MOYKEMO YBECTH KOOP/IMHATHU CUCTEM y KOM€ KOMIIOHEHTE
MeTpUKe He 3aBuce OoJi KoopiamHaTa. AKO OMCMO TOCMATPAIN EYKJIHICKY
paBaH W yBeJIM TOJapHe KOOpJIMHATEe, HAIl IIPOCTOP OM M3IJIeJa0 Kao Jia HHje
paBan. MehyTum, momro mMoxkemo yBectu /JlekapToBe KoOpauHATE y KOjUMa, CY
KOMIIOHEHTE€ MeTPUKe KOHCTAHTHE, MOXKEMO 3aKJ/byUUTH Ja je MPOCTOP 3alpaBo
paBan. Ilocebno je 3HadajHo TO MmMITO IOJIApHE KOOpJWHATE, 3a PAa3JIMKYy O]l
HekaproBux, HuCy JI00po jedUHHCAHE y CBAaKOj Ta4KH IPOCTOPa (KayKeMo
Jla He TOKpUBAjy I1e0 IIPOCTOP) jep je y MEeHTPY KOODIMHATHOL CHCTeMa,
r = 0, ajgm mepwoanYHa KoOopJuHaTa @ Huje jeaHO3HAYHO jeduHMcaHa. Ta
TayKa Ce IeOMETPUjCKH He Pas3JjimKyje OJf OCTaJNX TadaKa IIPOCTOpa, aaul joj
KOOpJIMHATE HUCY jeTHO3HAaUHO ojpehene. TakBe Tauke Ha3MBaAMO KOODIMHATHIM
CHUHTYyJIapUTE€THUMa.

2.3 IIpoctop Mmunkosckor M 3

IIpocrop MUHKOBCKOI je 4YeTBOPOJMMEH3UOHAJHU IIPOCTOPHO-BPEMEHCKHU
KOHTHHYYM y KOME€ je CBakKa Tadka ojpeheHa ca dYeTUPU KOODJWHATE: TPU
IPOCTOPHE M jeaHoM BpeMmeHckoM. CBaka Tadka IIPOCTOPa IIPEICTaB/ba jelaH
norabhaj. Koopaunare ce osmauasajy ca z¥, tme je p € {0,1,2,3} u 2° = ct.
Pacrojame usmehy aBe Tauke (morabaja) je maTo mspaszom:

dsiy = nuda’da” = —cdt*+(dz")* + (da®)*+ (da?)’ (2.14)

Merpuka MuaKOBCKOT uMa curarypy (-+-+-+) u aujaronasina je. Jour jejan HaunH
Ja ce 3almille OBaj M3Pa3 jecTe akKO yBeAeMO T, KOjU IPEeICTaB/ba €yKJIMICKH

BEKTOD:
ds?, = —c*dt* +dz* (2.15)

Vkomuko ce npa mH(GUHATE3UMAIHO OJIMCKa forabaja memasajy Ha UCTOM MECTY,
ojiHOCHO aKo je dZ? = 0, onya uspas (2.15) mocraje:

dsy, = —c*dr? (2.16)

IJle je T TAKO3BAaHO COIICTBEHO BpEME.
3a pasimKy O eyKJHMICKOT IPOCTopa, y TpocTopy MMHKOBCKOT pacTrojarbe
MOKe OUTU HEraTUBHO. 3aTO PacTOjarbe JIeJIMMO Ha TPU THUIIA U TO:

ds3; <0, pacrojame je ,time-like” Tuma
ds?, = 0, pacrojame je ,light-like” Tuna (2.17)

ds?, > 0, pacrojame je ,space-like” Tuna
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3a ckajapHu TpoOu3BOJ, y TPOCTOPY MUHKOBCKOT BayKu:

A B =n,A"B" = A,B" (2.18)
Takobhe Baxku u:
Ag=—-A°
0T , (2.19)
A; =AY 3a i = {1,2,3}

Jlopenmose Tpancdopmalmje MOXKeEMO —IIpeJcTaBUTH  1oMmohy  ciejeher
rpacduka:

ct ct'

Cumka 2.4: Ham pedepenthu cucrem (1ipHa), pedpepeHTHE crcTeM Koju ce Kpele yecHo
HEKOM OP3MHOM (I[PBEHA) M CBETJIOCHU KOHYC (ILTaBa).

Jlopenriose Tpancdopmalyje cy, 3ampaBo, poTalije IIPOCTOP-BPEMEHa Koje
,Melajy” IMpoCTOpHE MW BpPEMEHCKe KOOpAnHaTe. 300I CHIHATYpPE METPHKE
MuHKOBCKOI, OBe poTallije OoJ/roBapajy XUIepOOJUIKHM TpaHcdOopMaInjama,
KOOP/ITMHATA

ct’ cosh¢ —sinhep 0 Of | ct
zV —sinh¢ coshg 0 Of [2?
o 0 0 10| (2:20)
¥ 0 0 0 1] |a®
rae je:
tanh¢ = -2 (2.21)
c

U BaXKl —0 < ¢ < +00, —¢ < v, < C.
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Haume, ako ce pedepentaun cucrem Kpehe yjaecno, mmahemo cazKmMmarbe
KOODJIMHATHUX OCa 3a HCTU yrao, a ako ce kpehe y JjieBo mmahemo pasjiBajare
KoopjmHaTHUX oca. CBeTcke JIMHUje CBETJIOCTH he dutu moj yriiom oj 45° u 3a
cake JBe Tauke (morabaje) ma Toj ysunuju he paxuru na je dsi, = 0. la Ou
CBETJIOCT MMaJia UCTy OP3UHY Yy CBUM HHEPIUjaJTHUM pedEepeHTHUM CHUCTEMHUMA,
Kaja u3BpmuMo JIopeHroBy TpanchopMalnjy, CBETCKa JHUHHUja CBETJIOCTH he
OCTaTU CHMeTpaja yIyia u3MeDhy KoopAMHATHUX oca. Pacrtojame usmeby msa
norabaja je nnBapujantHo Ha Jlopeniose Tpancdopmaliyje, 0JHOCHO, PACTOjaAhe
ce He Mema ca IIPOMEHOM HHepIujaJHor pedepeHTHOr cucrema. llomro je
pacrojame m3Mehy morabaja reoMeTpHjcKO CBOjCTBO IPOCTOP-BpEMeHa, OHO he
ONTH UCTO M Yy HEMHEPIMjaJTHUM pedepPEeHTHIM CUCTEMUMA.

CBeTcke JTMHEjE CBETIOCTH 00Pa3yjy CBETJIOCHU KOHYC Y CBAKOj TAYKH IIPOCTOP-
BpeMena. Jlorabaju koju ojaropapajy Tadkama CMEIITEHHUM Yy YHYTPAIIHOCTH
KOHyCa U3HAJ] X-0ce (OpPMUPAjy AallCOIyTHY Oy/yNHOCT, OHM Yy YHYTPAIIHOCTU
KOHyCa WCIIOJ X-OCe allCOJyTHY IPONLIOCT. 3a jgorahaje Koju Jiexke HU3BaH
CBETJIOCHOT KOHYyca JaTor jorahaja, BpEeMEHCKH TOPEJIaK Yy OJHOCY Ha Taj jgorabhaj
je penaruBaH jep 3aBucu 0J pedepeHTHOr crucreMa. CBe Tadke Koje ce HaJiase
yHyTap CBETJIOCHOT KOHyca cy Ha ,time-like” pacrojamuma, cBe Tauke Koje ce
HaJta3e Ha KOHYCy cy Ha ,light-like” pacrojamuma, a cBe Tauke Koje ce HaJla3e BaH
CBETJIOCHOT KOHYyca cy Ha ,space-like” pacrojamuma. CBercke JUHHje MACHBHUX
Jectuna cy ,time-like” Tuma, Tj. cacroje ce on morabaja koju cy Ha ,time-like”
pacrojamsuMa. TakBe JuHUje yBeK MpoJia3e KPO3 JIOKAJHU CBETJIOCHU KOHYC.

ct

Cinka 2.5: CBeT/IOCHH KOHYCH Y PA3JIUIUTHM TaIKaMa CBETCKE JIUHUje MaCcUBHE UECTHUIIE.

[TocmaTpajMo HEKy YeCTHIy W H€HY CBETCKY JIMHU]Y W3 WHEPIIUjaJTHOT



2.4. KBazapuBekTOpU MoJIO>Kaja, Op3uHe n yop3ama y nmpoctopy MuukoBckorl3

pedepentHor cucrema (ct, x). Heka je Bpeme Koje je nporeksio usmely Ba ducka
norabaja Ha IHEHO] CBETCKOj JIMHHUjU y TOM KOODJIMHATHOM cHuCTeMy di, Bpeme
Koje je mpoTekJio 3a uectuily dr (comcrseno Bpeme) u opsuna udecture v'. Taja
je Be3a m3Mely HpOTEKJIOI BpeMeHa Koje je 3adesieKujia decTHIla U IIPOTEKJIOT
KOOP/IMHATHOT BPEMEHA JlaTa U3Pa30M:

2
dr = diy[1— = = e (2.22)
c  v(v)
1

rie je y(v) = \/ﬁ CoricTBeHo Bpeme MOXKeMO Jia Je@UHHUIIIEMO U Kao BpeMe
2

C
u3melhy gaBa nHUHUTE3NMATIHO OsrcKa Jorahaja y pedpepeHTHOM cucTeMy y KOMe
ce OBU peasn3yjy Ha UCTOM MECTY.

2.4 KBaapuBeKTOpH I0JI0>KAaja, Op3WHE U yOp3ama
y npoctopy MuHKOBCKOr

Bektopu y mnpocropy MWMWHKOBCKOT Cy 4YeTBOPOKOMIIOHEHTHH, pPeaJIHU
BeKTOpU (KBAJIPUBEKTOPH) W MOXKEMO UX MPEJICTABATH Yy BUJY BEKTOD KOJIOHA.
KsagnpusekTop mosoxkaja je J1aT Kao:

_ [(;f} (2.23)

20
1
x
B
23

CauaHO Kao Wy TPOAUMEH3MOHAJIHOM IIPOCTOPY, Op3uHa ce [AedUHUIIEe Kao
MpOMeHa TOJIoXKaja y jeJWHUIM BpPEMeHa, aJd y OBOM CJIyd4ajy, COICTBEHOT
BpeMeHa. Tume je 00e3deheno ja ce m m3BOJ TpaHCHOPMHUINE KAO BEKTOP IPHU
JlopenroBuM TpaHcdoOpMaIjaMa.

dX# dXH c
Ut = =y(v =) |, 2.24
S =] (2:24)
rie je ¥ = d—’f. KBapupekTop Op3uHe IpeacTaB/ba TAHMEHTY HA CBETCKY JIMHU]Y

YeCTUlle y JaTOM TPEHYTKY, U UMaMo Ja je:

—

. dy v-a

— - 2.25
KsagpusekTop yop3ama ce jeduHHUINE HA CIUIAH HATHH:
aur aur e
Al = — =y— = - . 2.26
dr K dt v [71} + 'ya] ( )

1()B,ILG MHUCJIUMO Ha KOMIIOHEHTY Vg, KOja MOKe JJa Me€mba BPEJIHOCT
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2.5 YcnytHu pedepeHTHU CHUCTEM

[TocmarpajMo Heku pedepeHTHH cucteM S Wy HEMYy MACHBHY YECTHUILY
Koja ce kpehe m mweHy cBercky Jjunujy. M3adepumo HEeKM TpeHyTaK BpeMeHa U
HPUIPYKUMO decTur pedepenTHu cucreM S’ Koju ce kpehe mcToM OP3MHOM Kao
U Ta YeCTUIA Y TOM TPEHYTKY y OJHOCY Ha rmocMaTpanu pedepeHTHH cucteM. Taj
pedepeHTHU cucTeM ce 30Be yCHyTHU pedepeHTHH cucteM. 1o je mHepIujaHu
pedepeHTHH cucTeM KOjU ce Y JIaTOM TPEHYTKY Kpehe ucrom peaTuBHOM OpP3UHOM
y OJHOCY Ha IOCMaTpaHu pedepeHTHU CHCTEeM Kao W decturia. I3 Tora cieau ja
ce JecTuria He Kpehe y ycryTHOM pedepeHTHOM cucTeMy. 10 3HaUn Ja y yCIyTHOM
pedepeHTOM CrCTEeMY BarKuU:

7 =0 (2.27)

OJHOCHO:
=0 (2.28)

KsajpusekTop yop3ama, y yCIIyTHOM pedepeHTHOM CHCTEMY je:

A¥ = [9,] (2.29)

a

Hanpasumo cajt JlopenroBy Tpancdopmanujy S — S:

v v 00 0 2ya
w_ ey v 0 0ffd]| _ |y
4 0O 0 10 0 0 (2.30)
0O 0 01 0 0
OHOCHO, BaXKM:
e ovad
yu + v2a a’
0 0

Casa MoxkeMO Jia u3BydeMO Be3y wusMmeDy yOpsama dYecTuiie y YCIyTHOM
pedepeHTHOM CHCTEMY M OPUIHHAJIHOM pedepeHTHOM cucreMy (ct, T):
va

s (2.32)

[TomTo je y mpocrtopy MuHKOBCKOr cKaJlapHU IPOM3BO/I MHBAPUjAHTAH y OJHOCY
Ha Jlopennose TpancdopmMaimje, onga 1 U2 Mopa Ja UMa UCTY BPEIHOCT y CBHUM
MHEPIIjaJTHIM pPedepeHTHUM CUCTEMUMA:

U=U-U=n,U"U" =U,- U =+~ = - (2.33)
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ITomTo ¢ IMa MCTy BPETHOCT ¥ cBUM pedbepeHTHM CHCTeMuMa, caean fa u U? me
3aBHCH O W3abpaHor MHepIyjaHor pedepentHor cucrema. Taxobe, A% mopa na
Oyze JlopeHi-uHBapujaHTHO, 18 BasKH:

A=A A=nu A"A = A A" = [0 d] L?,] =a” (2.34)
Opnasrie je:

VA2 =d =a, (2.35)

OBo yb0psame Ha3uBamMo mpaBuM yOp3amem (proper acceleration). Ono je
AIICOJIyTHO jep UMa UCTY BPEIHOCT y CBUM pedEepPEeHTHUM CUCTEMUMA U jeTHAKO je
yOp3amby YecTurie y yCryTHOM pedepeHTHOM CHUCTEMY.






3

PunnaepoB npocTop

3.1 PunaajgepoBe KoopamHaTE

ITocmarpajmMo 3 mHeprmjasHor pedepenTHOr cucrema (ct, x) decTHiy ca
KOHCTAHTHUM yOp3armeM (IpaBuM yOp3armeM) MpU JATHM IOYETHUM YCJIOBIMA
z(0) = o m v(0) = 0. Taga, ako u3pa3 (2.32) 3anuneMo Kao:

dv v? 2

JnodoujaMo audepeHIjaIHy je THAYnHy KOja pa3/iBaja IMPOMEH/bUBE, OJTHOCHO, KA

HIPOUHTEIPAJIIMO:
v(t) t

J—( dtg :Japdt (3.2)

3
0 _0_2)2 0

Pemasajyhu unrerpaJjie modujamo ma je:

Opnasye ce Bum j1a Op3uHa Yecture HuKaja Hehe durn Beha ox ¢ jep:

t 1
i 2 L (3.4)
tow ¢ t—00 1t +1

V=
Axo caja uzpas (3.3) zanuiemo Kao:
d t
d_‘T N LR (3.5)
SRR,

17
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IIOHOBO J1001jaMo JudepeHIjaany jeIHadnHY Koja pa3/Baja MPOMEH/bUBE, I1a KaT
[IPOUHTET PAJTMO UMAaMO:

J do = JLC% (3.6)

14 (28)2

c

PemraBameM nHTErpasia ce goduja nuspas:

2 242 2
c® |ay“t c

T—2)=—A| 2 +1—— (3.7)
a, V. c? a,

Kana cpenmmo (3.7) modujamo:

2\ 2 4
(x — 1z + C—) . (3.8)

2
ap ap

Ha du nojeprocrasum onmry jennadunny (3.8), y3MuMo Ja je o = 5—2:
P

=1 (3.9)

Uszpas (3.9) je xanoncka jemnaumnaa xunepdosie. ['pane xwumepdosie, 3a maTo
ap, OJroBapajy CBETCKUM JIMHHAjaMa YeCTHUId €& KOHCTAHTHHUM YODP3ameM .
Kpamu cBersiocnor komyca, ¢l = =4z TpeACTaB/bajy ACHUMIITOTE 3a CBaKy O]
oBUX xuiepoosia. Ako OMcMo mMasim mocMarpada Koju ce Kpehe KOHCTaHTHUM
yOp3ameM, HeroBe CBeTCKe JimHHje Ou Omie xumepdbosne (3.9) y mpocropy
Munkosckor. Taj mocmarpad ce nHaszuBa Punamep nmocmarpad. C od3upom Ha TO
Jla ce XuilepdoJie HaJla3e W ca JIeBe W ca JleCHe CTpaHe BPEMEHCKe ct-oce, OHJa
ofrosapajyhe odsiacTu cBETJIOCHOT KOHYyca (y KOjuMa Jiexke Xurepdbosie) HA3HMBaMO
nepu Punpnepos npocrop (nesu ,wedge”) u mecun Punirepos mpocrop (mecHu
swedge”).
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WA

Y TN\

Cuauka 3.1: Csercke quauje (xunepdosie) paznnanrux Puniep mocmarpada.

Cama hemo ja 3amminemMo jeaHaduHy XuepOose KopucTtehn XunepdosmdKe
dyukmmje. Kana kBagpupamo nspas (3.3) umamo:

9 ap2t2
2

v
N o 3.10
CQ 1 + (apt) ( )

Yeperumo caja jeanadnny (3.10) y uzpas (2.22):

242
ap-t

dr =dt, |1 — —< 3.11
" 1+ (%) (3.1)

OJIHOCHO:

dr - dt— (3.12)
A1+ ()2

Hodmwimm cvo jpudepeHnjaHy jeIHAYNHY KOja pas/Baja mpoMmeHsbuBe. Kaja
[IPOUHTETPAJIIMO, JIOOUjAMO:

Jde
0

JaspuM perraBarbeM JI001jaMo:

(3.13)

[
QU
~

—_

+ |l =
—~

|Q
[N ]

~

~—

[\

“P_ _ arsinh (—) (3.14)
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Kana cpeaumo uspas (3.14) nodujamo:
2

ct = < sinh ("’i) (3.15)
a, c

Buajyhu na je zo = % u cosh (arsinh(x)) = V22 + 1, jeaquaauny (3.7) MoxkeMo 1a

3aIUIIEMO KAO:
c? , apt

x = — cosh | arsinh | — (3.16)
a, c

Kana y uspas (3.16) yepcrumo jeanaunny (3.14), modujamo KOHAYHE OOJIVK:

2

x = g—pcosh <a,%) (3.17)

. 2
Heka je & = p u “20 = ¢n. TaJja KOOpJAMHATE MOKEMO /3 3AIIHIIEMO KAO:
P

ct = psinh cn
3.18
x = pcoshcn ( )

rie Baxku Jjia je 0 < p < 400 m —o0 < ) < 400. OBo cy Punmiepose koopaunare,
onHOoCcHO KoopjmmHare Punmirep mocmarpada. Ha oBaj HaYmH cMO TOKPHJIA CaMO
JecHu PuH11€poB 1IpOCTOp.

=
\

Cauka 3.2: [lecun Pummiepos npocrop (,wedge”), mosayoce (3eseHa) u xumepdosie
(upBena).
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Ha jennoj xumnepdosim je p KOHCTAHTHO, & 1) pacTe, JOK je Ha jeJIHOj IOJIyOCH 1)
KOHCTaHTHO, a p pacre. Ha ropmemM Kpaky CBETJIOCHOT KoHyca (¢t = x) je ) = +00,
a 3a JI0kK Kpak (¢t = —z) je n = —o0. 3a MOJIyocy Koja ce TOKJala Ca T-0COM
Baxku Ja je 1) = 0. Pungnepose koopiuHaTe Koje CMO TOpe YBEJIM MOKPUBAjy CaMO
YHYTPAIIOCT JdecHOT ,wedge-a”u HUCY H00po0 JiebUHUCAHE Y TEHTPY CBETJIOCHOT
KOHyCa Kao HU Ha KpalliMa CBETJIOCHOT KOHyca. I oBjie ce paji 0 KOOPJANHATHIM
cuaryiaapureruMa. OBaj CBETJIOCHN KOHYC Ce Ha3uBa PUH/JIEPOB XOPU3OHT.

3.2 PI/IH,D;.TIepOBI/I IocMaTpaim " mbnxoBU 3aKOHN

BamummMo cajia MeTpuKky Kopucrehn Punmrepose koopaunare:
ds* = —c*dt* + dx® = —c*p*dn? + dp? (3.19)
Ba maror Punjep nmocmarpada je p = const, ogaocuo dp = 0:
ASRindier = —C 02N = =CdThi 410, (3.20)

TOTIITO 3HAMO JIa j€:

62

TRindler = a_n (321)
P

¥Yamumo jiBa Punnmep nocmarpaua. Heka jey g = 0, 7, = 0 u 79, = 0, 1 Heka
je ap, > ap, .

ct

a, @,

Cauka 3.3: /Isa Punnep mocmarpada.
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Haxkon nekor Bpemena t # 0, npsu Puniep nocmarpau he 3adeiekutu Bpeme Ty,
a npyru To. Onya u3 uspasa (3.18) Bugumo:
2 . .
— sinh ey = — sinh en (3.22)
Ap, Gp,
Ca ciuke 3.3 ce Bugum Ja je 7o > 1;. Ha ocHoBy (3.21) 3Hamo Ja 3a mpBOT

IIoCMaTpavda BazKH:

C2

T = —mM (323)
Ap,
Amnajiorso 3a Japyror:
2
c
To = —1)2 (324)
Ap,

Axo nogesumo (3.23) u (3.24) u uckopucrumo (3.22):

T MAp, M sinh eny -
Ty M2ap  Mpsinhem

1 (3.25)

OpmaBme ce BUM J1a je T3 > Tp, OAHOCHO 3a IocMaTpada uuje je yopsarmbe Behe,
COIICTBEHO BPEMeE CIIOpHje Teve, U 0OOPATHO.

3.3 VYHpyosB edekar

OcuoBua wupeja kBautHe Tteopuje mosba (KTII) je ma ce uectume wmory
CXBATUTH KAO JUCKPETHE eKcruraiuje GyHIaMeHTATHUX (DUINIKAX 0.
CakoM QyHIAMEHTAJIHOM II0JbY OJroBapa jeJaH Tull decturia. Ha mpumep,
JecTurie eJeKTpoMarueTHor mosba ¢y Gorounn. Ilojesunavyne wecture (Tj.
jeIHOYEeCTHYHA CTalba KBAHTHOD I[I0JbA) Cy OKapaKTepHcaHe ojrobapajyhum
KBAHTHUM OpojeBrMa (TUIOMYHO, TaJACHH BEKTOP WU IPOJEKIMja CIUHA WJIN
noJjiapusanuja). JeJIHOCTABHOCTU pajid, roBopulieMo O Oe3MaceHUM YecTHUIama
crimHa, 0, Kao ,KBaAaHTUMA  peaJTHOI CKaJIapHOT I10Jba. TajlacHu BEKTOP JiebuHuie
je/laH JI03BOJHEHU ,,MOJI OCIIUJIOBaa” 1osba. /lucnep3nona pesalpja decTura je:

wy = clk| (3.26)
Eneprujy jeamnor kBanTa paayHaMo 10 (hbOPMYJIU:
Er = hwy (3.27)

Crame KBAHTHOI T0Jba j€ OKAPAKTEPHCAHO THUME KOJUKO YECTHIA Ce HAJIa3’ y
KOM MOJIy OCIUJIOBAEba 10J/ba (Tj. Y KOM jeJIHOYECTUIHOM cTamby). To o3HauaBamo
kopucrehu IupakoBy (dpa-ker) HOTAIHUjy:

IN1, No, ..., N3y ) (3.28)
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rae ce N; dectuna Hajgasm y Moay ocrnmioBama k;. OBo cy T3B. OpojeBm
nmormymweHocTu. BakyyMm, Tj. crame y KOoMe HeMa YeCTHulla, ce 3allicyje Kao
10,0,0,...). Enepruja nospa je taja jegHaka:

E =) Nihw; (3.29)
i

N3 xBaHTHE Teopuje mojba CJIEIN W3Pa3 3a CPEIHU OPOj MOMYHEHOCTH CTaha
ca TaJacHUM BEKTOpoM k:

hwy
N;=[ersT —1]7" (3.30)
Ogo je ayBena Bozse-AjamrajuoBa pacmnojesra. Ha ocHoBy oBor mspasa, MOXKeEMO
Jla M3BEJIEMO jeJITHAYNHY 3a CPeIiby €Heprujy:
E =) Nihwy (3.31)
k
Paszmorpruhemo ykpaTko KaKO TpaHUYHU YCJIOBUA yTUIY HA CIIEKTAP JI03BOJbEHIX
BpeHocTH k-BexTopa. IlocMarpajMo ciodboaay dectuiry’ Koja ce kpehe Jyzx x-oce

na ayzxunu L. Pemasamewm [lpeaunrepose jegnadnie 3a crydaj CJ000He Y€CTUIIE
KOja ce Kpehe JyK x-oce g00uja ce:

U(x) = —=c** (3.32)

1 .
= TelkL (333)
OJTHOCHO:
1 = ek (3.34)
Tume nodujamo 103BObEHE BPEIHOCTU X-KOMIIOHEHTE TaJIaCHOI BEKTOPA:

2n.,m
k, = —= .
= (3.35)

rie n, € Z. To 3naun na he pasmaxk uzmely pazjmauTux J03BOJHEHUX CTAIHA OUTHU
2w
7 -

[TocmaTpajmMo TpoAUMEH3UOHAIHE IIPOCTOP €& TPU Mel)yCOOHO OPTOrOHAJTHE OCe

x ,y u z. Jokazanu cmo na je k,, = Q”L” 3a jeJITHOAMMEH3NOHAIHA IpocTop. VeTn

IPpUHIUII MO2KEMO KOPUCTHUTHU M 3a TPOAUMEH3UMOHAJHU IIPOCTOP Y3 IIEePUOJIUIHE

JecTuna je ciobomHa ako Ha BBy He JieIyje HUKAKBA CIIA.
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rpanngne yciaose V(0,y,z) = V(L,y,z), V(z,0,2) = ¥(x,L,2) u ¥(x,y,0) =
U(z,y, L) onakie cienu:

2N,
k, = —Y 3.36
= (3.36)
2n,m
., = —— 3.37
b, = 2 (3:37)

rjie je ny, n, € Z. To 3naun Ja je pazmak usmely jase cyce/iHe JO3B0/beHE BPEIHOCTI

3a CBEe TPU KOMIIOHEHTE TAJIACHOT BEKTOPA jeTHAK 2% Jlo3BOJ/beHN TaJIACHU BEKTOPH

ce MOry IIPEJICTABUTU KaO JUCKPETAH CKYIl Tadyaka y TPOIMMEH3UOHAJIHOM k-
upocropy. Kaza ducMo npoByk/u npase Kpo3 Te Tadke, JOOUIHM DUCMO PEILIETKY
YUjU CBAaKHM YBOD IIPEJICTaB/ba jEeIHY JIO03BOJbEHY BPEIHOCT k-BekTopa. Taja Ou
3anpeMuHa jeJiHe henuje omra:

3 3
V= (2%) - 8% (3.38)

rae je V 3ampemuHa MIpocTOpa y KojeM ce dectuiia Hajgasu. CBaKoj J103BOJHEHO)]
BpeaHocTu k oarosapa s3ampemuna V.

Cauka 3.4: Jluckperan CKyI JI03BO/BEHUX BPEIHOCTH Kk-BEKTOPA.

—

[MITo je Behe L, To ce pa3mak m3Mmehy J103BO/bEHUX BPETHOCTH k cMaibyje.
YKOJIIKO y3MeMO JOBOJLHO BEJIUKO L, BPEJHOCTH LOCTajy KBa3U-KOHTHHYAJIHE jep
je ryctuHa k BeoMa BeJIHKa, I1a je IPUJIMYIHO JI00pa allpOKCUMAIIAja, Ja, YMECTO Ja
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pedpojaBaMo IBOpPOBE perieTke, HaheMo 3ampeMuHy k-TpocTopa U TOJIeJTUMO je
ca 3anpemunoM jegne henmje. Taga uzpas (3.31) moxkeMo Jia 3anurieMo Kao:

— V —
E=g JdVEN,;hwE (3.39)

Banmmumo caza [ Vi kopucrehn cdepre KoopauHaTe.

+o 4o 4o +00 T 27
JdV,; = J dk, J dk, J dk, = JJ' k? sin Odkdfdp (3.40)
—o - = 000
MozkeMoO oMax Ja PeNImMO HHTErpaJl IO yIJIOBUMA!
m 2
Jsin 0do J dp =4m (3.41)
0 0

Onpa, kopucrehn (3.30) u (3.40), u3pas (3.39) MOKEMO J1a 3aMUIIEMO Kao:

+o0
-V hck
E=—dr J dik?— (3.42)
83 k cT
eksT — 1
0
VYBeaumo cmeny w = ck. Tume modujamo:
V +00 hw3
E= J dw— (3.43)
2’7'('263 eksT — 1]
0
O1aB/1e MOYXKEMO Ja U3BEJIEMO CHEKTPAJIHY I'YCTHHY €Hepruje:
E hw®
) (3.44)

Vo 2m2c3 (e% — 1)

Ogo je, 3ampapo, [I1aHKOB 3aK0OH 3pavera Ha Temueparypu 1.

KsanTna teopuja nospa npeasuba ma he Punpiep mocmarpad ca ydpaameMm
a, = % JIETEKTOBATHU IPUCYCTBO YECTHUIA YaK U KaJla ce KBAHTHO 10Jb€ HAJIA3U Y
crawy Bakyyma |000...>. IllraBumie, 3a Pungiep mocmarpada, decrure he durn
pacmojie/beHe 1O MOJOBHMa I0Jha TpeMa boze-AjHIITajHOBOj pacromenm Koja
O/IrOBapa TEPMAJIHOj PABHOTEXKH Ha TEMIIEPATYPH:

he ha
BT () = 5 = o2

=—_ = 3.45
2rp  27e ( )
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rie je kp Bosmvanosa koncranta. OBo je 13B. YHpyoB edekar. T(p) ce Hazuba
YHpyoBa Temieparypa u my Ou, 0ap y Teopuju, Punmiep mocmarpad morao ja
m3mepu. IlITo je Behe ydopsame a, Punanep mocmarpada, To je Beha n Yupyosa
TeMIlepaTypa Kojy OH JeTeKTyje; y Oau3unu PuHyIepoBOr XOpM30HTa OHA MTOCTaje
oeckoHauHa. Hacympor Tome, mHepnmjaTHU ITOCMATpPadl BHJE YIIPABO BAKYYMCKO
cTame KBaHTHOT 110/ba U 3a mux je 1 = 0.
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I'paBuTanuja m npHa pymna

4.1 AjHnirajHoBe jeJHAYMHE I10Jba

Hakon Omurmre Teopuje peslaTUBHOCTH, TPABUTAIINA]Y BUIIE HE TPETUPAMO Kao
cmty, Beh Kao cBojcTBO caMor mpocTop-Bpemena. Marepuja 3aKpHUBJbYje TTPOCTOP-
BpeMe U Ta 3aKPHUBJ/HEHOCT IIPOCTOP-BpEMeHa ce MaHudecTyje Kao TpaBHUTAIIN]aA.
JluHaMuKa MpOCTOP-BpeMeHa OIUCaHa je AJHINTAJHOBUM je/IHAYMHAMA MTOJhA:

87TGN

1
R‘m/ - §Rg,uz/ + Ag,uu = TT;W (41)

rne R,, mnpencrasma Puunjes temsop, R Puumjes ckamap, A Kocmosomky
KOHCTaHTY, ¢,, METPHUKY IPOCTOp-BpeMeHa (KOja je U pPe3y/ITaT pellaBarba
AjumrajnoBux jennaunna), Gy IPDaBUTAINOHY KOHCTAHTY U 1), TE€H30D eHepruje
uMIrysica. AjHIITajHOBE je/IHAYMHE TI0Jha HAM, 3AIIPABO, TOBOPE JIa jé 3aKPUB/HEHOCT
[IPOCTOP-BPEMEHA, TIPOIIOPIIMOHAJIHA €HEPIUjU /UMILYJICY Y TOj TadKU IPOCTOP-
BpeMeHa. Marepuja 3aKpuBJbyje IPOCTOP-BpPeMe, JIOK IIPOCTOp-BpeMe ojpebhyje
Ha4YWH KpeTamba MaTepuje.

Axo ysmemo ga je A = 0 u T, = 0, nobujamo AjHINTajHOBE BaKyyMCKe
jeTHaInHe:

1
Rm/ - §Rguv =0 (42)
Bupkxodosa Tteopema kaxe ga je Illsapmmmigoa MeTpuka (MeTpHKa
koja omucyje reomerpujy IlIBapuimmimioBe 1pHe pyle) jeIUHCTBEHO, CHEPHO-
CUMETPUYHO W CTAIMOHAPHO PEIIehe BAKyyMCKUX AjJHINTAJHOBUX jeTHAYNHA.

4.2 IIIBapimmnjgoBa MeTpUKa

Yeegumo HIBapumminose koopaunare (¢, 1, 6, ¢), rie t npejcraB/ba BPEMEHCKY
KoopauHaTy, a r, 0, ¢ chepre koopauHaTe. OHE MOKPUBAjY TMPOCTOP MU3BAH I[PHE

27
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pyIie, OJIHOCHO M3BaH XOPHU30HTA jorabhaja.

[IsapmmianoBa MeTpuka onucyje reomerpujy [IBaprmminose mpue pyme. ¥y
[MIBapmmuaI0BUM KOOpJIWHATAMA OHA je JiaTa ca:

ds* = —c2f(r)dt* + %drz + r2(d6* + sin® 0d¢?) (4.3)
rue je f(r) maro uspazom:
fry =11 (14)

R, npencrasspa [Bapmmimos pajaujyc, oJJHOCHO pajujyc IipHe pyne mace M:

2MGy
- —

R, (4.5)

[Tomro dQ? = df? + sin® fd¢? npencrasba MerpuKy Ha chepu, onma uspas (4.3)
MOZKEMO 3aIHCATH KAO:

ds* = —c*f(r)dt* + %er + r2dQ? (4.6)

JeqHocraBHOCTH pasin, mocMaTpaheMo ¢Be JIy2K jeTHOT PaJInjaHOT IIPABIA KOju
ce HaJIAa3W y eKBATOPHUjaJIHOj PABHU IpHE pyte, oHoCcHO Baxku df = 0 u d¢ = 0.
Ownyia Ham ce uzpas (4.3) cBogu Ha:

1

ds* = —c*f(r)dt* + 7

dr? (4.7)

Tauka r = 0 oaroBapa IEHTPY IpPHE pyIe U IPEJICTaAB/ba T€OMETPHjCKH
cunrysapurer. 3a r = Ry je f(r) = 0, Tako Ja cy u CBe Tadyke Ha XOPU3OHTY
norahaja cunarymapue. MehyTum, oBae ce pajad 0 KOOPAUHATHOM CHHTYIAPUTETY
jep je 3aKpHWBJLEHOCT IIPOCTOP-BpEMEHa Ha XOPU30HTY KOHadHa. Bumumo j1a 3a
r < Ry dynkmmja f(r) mocraje HeraTMBHA ¥ JI0Ja3W JIO TPOMEHE CHIHATYDE
MeTpHKEe, Tj. Kao Ja BPEMEHCKa U IIPOCTOPHA KOOPJIMHATA MeHhajy yJore. YHyTap
XOpU30HTA jorahaja, KpeTame Ka CHHTYJIApUTETy 0CTaje Hen30eKHO.
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Cuauka 4.1: lpua pyna u jegan pajaujaJiHU TPABAIl.

4.3 CorcTBeHO BpeMe u IIpaBO pacTojambe

[TocmaTpajmo aBa jorahaja Koja cy ce Jiecusia Ha UCTOM MECTY, OJHOCHO 3a KOje
je dr = 0. Tana je:
ds* = = f(r)dt* = —c*dr? (4.8)

Nmamo 1a je corcrBeno Bpeme u3Mmehy ta aBa jorabhaja:

dr =/ f(r)dt (4.9)

3a DeCKOHAYHO yIaJbeHOr TTOCMAaTpaYa BarXKU:

dr = lim A/1— B gt — at (4.10)
r—+00 T

OpnmaBie ce Buam Ja KOOpJAWHATA t, 3alpaBo, IPEJICTaB/ba COICTBEHO BpeMe
beckoHauHO ymasbeHOr TmocMarpada. Pakrop +/f(r) ce wHasuBa dakTOp
IPABUTAIMOHOT I[PBEHOTI ITOMaKa. 3aMUCIUMO Jia HEKH IOCMAaTpad Ha HEKOM
pacrojamby r > R, eMHTyje HEKHM CBETJIOCHU CHT'HaJ Ka r = 00. Besa uszmeDhy
eHepruje CUrHaJa KOJU je eMHTOBAaO Ta] MocMaTpad W eHepruje KOjy OYhTaBa
rmocMaTpad y OeCKOHATHOCTH je:

hvg = hvp |1 — B, (4.11)

r
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OpekBeHIMja CHUTHAJA y OECKOHAYHOCTH he OWTHM Mamba Hero QpPEeKBEHIHja
€MHUTOBAHOI CUTHAJIA, OJTHOCHO, Mhu he mpeMa IIPBEHOM JIeJIy CIEKTPA, I1a Ce 3aTO
dbakrop +/ f(r) Ha3UBa (HaKTOpP rPABUTAIIMOHOT IPBEHOT TOMAaKA.

Kana ou emuroBasm ¢oron ca camor xopusonra jgorabaja (r = R), nmasm
OmcMo DeCKOHAYHU IIPBEHU ITOMAK.

Kao mro moxkemo ma jeduHHIIEMO COICTBEHO BpPEME, TAKO MOXKEMO W 3
JedbuHuIEMO TpaBo pacrojamwe (proper distance). IlpaBo pacrojame je pacrojarme
m3mehy nBa morabaja koja ce zemaBajy y MCTOM BPEMEHCKOM TpeHyTKy (dt = 0)
3a mocMarpada y deckonadnoctu. Onja u3pas (4.7) MOKeMO Jla 3aluIieMo Kao:

1
f(r)

ds* = dr? = dp? (4.12)

Oparie je:
1
dp = ——dr (4.13)
f(r)
OBako cmo mo0wan gudpepeHnujaany jeJIHaUYnHYy Koja pasjaBaja ITPOMEHJbUBE.
Hbenum pemnrapamem J1001jaMo U3pa3 3a IPABO PACTOjarbe:

[ 1
p:J f(r)dr (4.14)

OHo mpejicTaB/ba pacTojarme mocMaTpada 0J1 XOpu30HTa, gorahaja.

4.4 Teomerpuja y O/IM3mMHU XOPU30HTA

Casta hemo uctiuraru reomeTpujy y otm3uan xopu3onTa gorahaja [lsaprmmiiose
npue pyne (r ~ Ry). Kopucrehn Tejnopos pa3Boj modujamo:

f(?") = f(Rs) + f/(Rs)(r - Rs) +...= f/(Rs)(T - Rs) + .. (415)

[MITo cmo Osmke xopum3oHTy gorabaja, To je ampokcumarmja dosba. OHja u3pas
(4.13) MOXKeMO Jia 3aIUIIEMO KAO:

dp — dr
g \/f/(Rs)(r_Rs) + .

Jobuau cmo gudepeHnujaaHy jeIHaYnHY KOja pasBaja IpoMeHJbuBe. HbeHum
pelraBameM ce Jodujas

(4.16)

2
p=——=—A1r—Rs+ ... (4.17)

f'(Ry)
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U3 (4.15) u (4.17) crenn 1a je:

f@=Fﬂ&fﬁ+m (418)

VYBeanMO BeJIMINHY:

C4

AG N M
KOja IpeJcTaB/ba I'PABUTAIIMOHO yOp3ame Ha XOPU30HTY Jorahaja OHAKO Kako Ta
Mepu rocMaTpad y deckonaunoctu. OHza je:

2 .2
fr) =22

Y Oausunu xopusonta jgorabaja, IlIBaprumuioBa MeTpuKa Ionpuma cJegehn
00JTHK:

K= Sfi(R) (4.19)

e (4.20)

K2p2
ds® = — 2 dt* + dp* (4.21)
Axo yBenemo HOBY ,,time-like” KoopauHaTy:
Kt
JI001jaMo:
ds* = —c*p*dn® + dp* (4.23)

Ha oBaj maumn cmo mnodwmm PunmiepoBy Merpuky. [eomerpmja y oxogwHU
xopuzoHTa Jiorahaja IlIBaprmumigoBe IpHe pyIe je HCTa Kao TeOMETPHja
Punjneposor upocropa (mecnor Punjneposor wedge-a,). Cranuonapau
mocMaTpad y OJIM3WMHM XOpu3oHTa jorahaja, ma pacrojamy p =~ (0 oarosapa
Punngep mocmarpauy y mnpocropy Mwunkosckor ca PuniiepoBoM KoOpaumHATOM
p = const, Tj. ca yopsameM a, = %. Ta Beza je jeman cuenujaJiaH cjydaj
AjHIITajHOBOT IPUHIMIA eKBUBAJIeHIITje!.
Yopsamwe cramuoHapHor mocmarpada (r = const.) y IlIsaprumminosoj
reoMeTpuju je: ,
alr) = _C¢R,
224/ f(r)

Axo ce mocmarpau Hasasum y OausuHu 1pHe pyne (r &~ R) MoxkeMo ja
arpokcuMupamo jennadnny (4.24), ma umamo 1a je:

(4.24)

R _ SV IR (4.25)

alr) SR/ (R)(r — Ry  2vr— R,

Tlpurmun  exBuBajeHmmje Kayke Ja je TIPABUTAIMOHO II0/bE JIOKATHO EeKBUBAJIECHTHO
(HEePa3IMYIMBO OJ) HEMHEPIUJAJTHOI CHUCTEMA Ca KOHCTAHTHUM yOp3ameM y IpocTopy MHUHKOBCKOT
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Kopucrehn uzpas (4.17), nodujamo ma je y diamsunu xopusonTa jorahaja:
2
a(r) ~ — (4.26)
p

ITo ojiroBapa yopsamwy Pumniep mocmarpada ca ucrom p-koopjuaarom. C apyre
cTpaHe, IOCMaTPad y OECKOHAYHOCTH MepU yOp3ambe CTAIMOHAPHOI [ToCMaTpada y
r > R,:

ax(r) = a(r)\/ f(r) = %\/%\/1 — % = %\/F (4.27)

Axo ce mocmarpad Hajiazum Ha xXopu3oHTy gorabaja (r = Rg), oHZa mocMarpad y
OECKOHAYHOCTU MEpH yOp3arbe:

_ 02,/f’(Rs) . C2f/(Rs) - K (428)

a/oo— -

2R, 2

4.5 Temmneparypa npHe pylie

Temmneparypa Kojy mepu Punmiep mocmarpad Koju ce Kpehe yodp3amem
a, je remmeparypa Yupyosor edekra (3.45). C ob3upoMm Ja Cy CTalHOHADHH
nocmarpadu (r = const.) y diusuau xopusonta jorabaja [IBapummiiose pue
pyme (CTarMoHapHY TTOCMaTPadld Cy HEMHEPIUjaIHU IOCMATPAYU jep UM CBETCKE
JIMHUje HUCY TeOJIe3UI) eKBUBAJEHTHH PuHEep mocMarpaduma y MpOCTOpY
MUHKOBCKOT, MOXKEMO Jia 3aKJ/bydnMO Jjia he W OHHU JIeTEeKTOBATH TEePMaJIHO
3paderbe Ha TeMIIepaTypu:
ha(r)

balon(r) = g

(4.29)

OBo je Temmeparypa XOKHHIOBOI' 3paderba IpHE pyle. 3a IocMaTrpada KOJH Ce
HaJa3u y Oam3uHu xopu3oHTa jsorabaja (r ~ R,), Kopucrehu ampokcumariyjy
(4.26), Baxu:

he

[TocmaTpay y DeCKOHATHOCTH MEPHU TEMIIEpaTypy:

hK he?

kgTry = =
BEBH = ore G nM

(4.31)

U By HA3WBaMO TEMIEPATYPOM IIPHE PYIIE.
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4.6 EnTponuja 1pHe pyre

Temneparypa, eHepruja © €eHTpPOIHja Cy TMOBe3aHe cjegehoM OMIITOM
peamjom:
1 ds
= =— 4.32
T dE ( )
Kopucrehn tremneparypy modujeny y (4.31), umamo:
dS . &1 G NM k B
dE hc?
Suamo ga 3a [IIBapiiummuiioBy 1IpHY PyIy BaxKu:
E = Md (4.34)

(4.33)

na KaJi To yBpcruMmo y u3pas (4.33), modujamo:
dS . & GN]CB
dE ~ hd

Hodmim cmo judepeHnnjaHy jeJHAUYNHY KOja pas/iBaja NpoMensbuBe. benum

pemasameM, y3 ycios Ja je S(E = 0) = 0, Hajma3uMo u3pas 3a eHTPOIH]y:

47TGN]€B . 47TGN]€BM2

E (4.35)

S — E2 4.36
hed he ( )
Buamo ja je pagujyc npae pyne (IIsaprmuminos pagujyc):
2GNM
R, = 2 (4.37)
[ToBpmuua 1pHe pyte je:
167G3,M?
A=4rR2 = N (4.38)
c
Enrpornmja [IBapiumuigose 1ipHe pyle je caja:
Acgk B
— 4.39
4hG N ( )
[InankoBa my»KWHA je JlaTa U3Pa30M:
hG N
lp = = (4.40)
Tana Baxku j1a je:
S A
— = — 4.41
kg 4% ( )

Ogo je Bekenmraju-Xokunrosa dpopmysia. Enrponuja mpue pyrie je mponopiiujaaHa
[IOBPINUHYU XOPU30HTa Jorahaja, a He 3anpeMunn npHe pyre. OBo je dutHa pa3yimka
y OJHOCY Ha ApyTe (PU3UUIKe CHCTEME.
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3aKoHU TEPpMOJMNHAMMNKE ILIPDHHNX
PYIiia

Tomnorau KallalUTET IIPpHE pYyIIE ,ﬂe(bI/IHI/IHIeMO Kao:

dsS
C=T_ =<0 (5.1)

OpaBze BHAMMO Ja ca MOPAcTOM TeMIlepaType IIpHe pylle, CMambyje ce IheHa
earponmja. OBO je BeoMa HEOOMYHO, C 003UPOM Jia y BehmHu cucrema Baxku Ja ca
[IOPACTOM TEMIIEPATYPE, PACTE U €HTPOIIH]A.

3a OPpHY PYIIYy MO2KEMO JIa HallUIIEMO U Ib€Ha 9Y€TUPU 3aKOHa TEPMOJIWHAMUKE:

e Hyntu 3akon tepmoamnamuke IpHe pyne: ['paBuranuoHo yopsame Ha

xXopu30HTY jsorahaja K je mCTO Ha CBUM TadkKaMma XOPHU30HTa jgorabhaja.
Amnajioruja je ca HyJITUM 3aKOHOM TEPMOJMHAMEKE JIa aKO CE€ CHUCTEM HaJIa3’
y TEPMOJIMHAMUYIKO] PABHOTEXKH, TEMIIEPATYPA MY j€ UCTa Y CBAKOj TAUKHU.

[IpBu 3aK0H TEpMOMHAMUKE IIPHE PyIIe:

K

*dM = TdS + QdJ + ®dQ =
87TGN

dA + QdJ + $dQ (5.2)

rae je () yraona OpsuwnHa 1pHE pyItie, J yraoHm MOMEHT IpHe pyme, P
€JIEKTPOCTATHYKY TTOTEHINjaJl HAa XOpU30HTY gorahaja, a () Hae/IEKTPHUCAHe

IIpHE pyTIe.

e JIpyru 3akoH TepMojumHamuKke IipHe pyie: [loBpiuna xopu3onTta mgorabhaja

A 'y M30JI0BaHOM CHCTEMY HUKaJia He onaja. AHaJOrmja ca APYTUM 3aKOHOM
TEPMOJIMHAMUKE Jla EHTPOIIMja W30JI0BAHOI CHCTEMa HHUKaJa HE OIaJa.
VYKoIMKO ImocMaTpaMo JiBe IPHE pyIlle Koje ce cliajajy, YKYITHa eHTPOIINja

35



36

5. 3aKOoHUW TepMOJMHAMUKE I[PHUX pYyIia

HOBOHACTAaJIe IpHE pyIe He CMe OUTU Marba O] 30Mpa €HTPOIIHja TOJA3HUX
IPHUX PyIa, OJHOCHO IIOBPIIMHA XOPU30HTa Jjorahaja HOBOHACTaJE IIPHE
pylie HUje Marba 0J1 30upa MOBPIITNHA XOPU30HATA Jorahaja MoJla3HuX MPHUX

pyna.

Tpehu 3akon Tepmoannamuke npHe pyne: Huje moryhe Hujeanum mporecom,
HEOUTHO KOJIMKO  WJEaJU30BAaHUM, JIOBECTU TI'DABUTAIMOHO  yOp3arbe
xopu3oHTa forahaja K Ha Hy/JIy y KOHAaIHOM OpOjy Kopaka. AHajormja ca
TpehnM 3aKOHOM TE€pMOJMHAMUKE J1a Huje Moryhe jgoctuhu arcosiyTHy HyLy
y KOHAYHO MHOT'O KOpaKa y HEOUTHO KOJIMKO UJI€AJTU30BAHOM IIPOIIECY.
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3aKJby4vaK

[Ipue pyne mpejcraBsbajy jeJiHy oJ1 HajBehux eHurmMu MojiepHe dpusuke. Mako
ux je Ajumraju npeasujeo y cBojoj OMIITO] T€OpUju PeJaTUBHOCTH, HA FHUXOB
JIOKa3 IOCTOjarhba CMO YeKaJu BHUIlle of cTo rojuna. Mmuore on denomena koje
Be3yjeMo 3a I[pHe PyIe je y OBOM TpeHyTKy Hemoryhe morspgautu. Mehyrtum, To
Hac He CIIpeYaBa Jia U JIaJbe OTKPUBAMO HOBE II0jaBe Be3aHe 3a IbUX. , BaxKHo je He
IPECTajaTn MOCTAB/LATH HUTAIHA. !

OBy mpmnKy OMX Kejeo Jia UCKOPUCTHUM JIa Ce 3aXBAJMM MOjUM MEHTOPHMA
nokropy Jlparosydy loganuny m mokropku Astekcanapu Jluvmuh Ha yiao:keHom
TPYJy U CTPIUbEY 0e3 Kora oBaj paJj He ou moctojao. [locedHo dux ce 3axBasino
noktopku Asekcangapu Jumuh Ha mpesiene deTupu TOJUHE KOje je MpoBesa ca
HaMa W Hay4ddJla HaC MHOI'€ CTBapu, HE CaMO U3 (I)I/ISI/IKG7 HETO U CaMOrI' 2KUBOTa.
Takohe dux ce 3axBaJino u joktopy /Iparosydy Keukunhy na npenerom 3narby u3

MaTeMaTHKe y IIPpOTEKJIe JBe I'OJuHE.

!The important thing is not to stop questioning. (Albert Einstein)
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