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1.1 Настанак звезде и њен живот

Све звезде започињу своj живот као облаци гаса и прашине састављене од
атома водоника и хелиjума. Због деjства гравитациjе, ова материjа почиње да
се скупља, групишући се у протозвезду, затим у Т Tauri звезду, све до развића
у звезду главног низа. Због високих температура долази до нуклеарне фузиjе
у коjоj се jезгра водоника спаjаjу формираjући jош теже jезгро хелиjума.
Оваj процес прати ослобађање енергиjе коjа се супротставља гравитациjи,
чинећи звезду стабилном (звезда има непроменљиву величину, температуру
и сjаj). Звезда остаjе у овом стању све док не потроши скоро сав водоник
као гориво. У овом тренутку звезда креће да се мења. Jезгро почиње да се
скупља и постаjе топлиjе, због чега преостали водоник креће да сагорева
већом брзином, ствараjући већу количину енергиjе и помераjући спољашње
слоjеве даље од jезгра (радиjус звезде се повећава). Пошто се спољашњи
слоjеви удаљаваjу од jезгра, они постаjу хладниjи. На основу Виновог закона
(λm “ b

T
, где jе b “ 2, 9 ¨10´3K ¨m) знамо да се са променом температуре мења

и наjвероватниjа таласна дужина у спектру топлотног зрачења апсолутног
црног тела. Са повећањем температуре тела максимум криве спектралне
емисионе моћи помера се ка мањим таласним дужинама и обрнуто.
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2 1. Увод

Слика 1.1: График зависности спектралне емисионе моћи од таласне дужине.

Како су се спољни слоjеви звезде охладили, таласна дужина њиховог зрачења
се помера ка црвеном спектру, па звезда добиjа црвену боjу. Звезда тада
постаjе црвени џин. Она може да опстане у овом стању око милиjарду година.
У зависности од масе jезгра, звезда може да постане бели патуљак, неутронска
звезда или црна рупа.

Слика 1.2: Црвени џин.
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1.2 Бели патуљак

Уколико jе jезгро звезде лакше од 1.4М@ (Чандрасекарова граница) звезда
ће постати бели патуљак. Након фазе црвеног џина, jезгро звезде креће да се
сужава и постаjе топлиjе. Сада звезда улази у стадиjум хелиjумског бљеска
приликом коjег се jезгра хелиjума, претходно настала фузиjом водоника,
спаjаjу, ствараjући угљеник и кисеоник у троструком алфа процесу. Током
овог стања, звезда пулсира, смањуjе се, загрева се и таласна дужина њеног
зрачења тежи плавом делу спектра, па нам се чини да звезда добиjа плаву
боjу. Када jезгро постане већински угљеник и кисеоник, оно не може да
ствара теже елементе због недостатка топлоте (звезда нема довољно масе
да би се jезгро jош више скупило и самим тим повећало температуру) и
jезгро се урушава. Сада звезда креће поново да се шири постаjући огромна
поново, све док са последњим праском енергиjе не избаци последње слоjеве
у свемир. Пошто више нема нуклеарног горива коjе се одупире гравитациjи,
jезгро се скупља. Eлектрони не могу више да се сабиjаjу и супротстављаjу
се гравитациjи. Ова поjава се назива притисак дегенерациjе електрона. Тада
остаjе само мало (отприлике величине Земље), усиjано jезгро коjе се назива
бели патуљак. Временом, jезгро ће се охладити и угасити jер нема горива коjе
би могло да сагорева, остављаjући за собом црног патуљка. Материjа коjа jе
избачена у свемир назива се планетарна маглина; она потом може да омогући
стварање нове звезде. Чак 97% свих звезда у свемиру ће завршити као бели
патуљци.

1.3 Неутронска звезда

Звезде веће масе ће имати већу количину горива, али ће сила гравитациjе
бити снажниjа па ће звезда много брже сагоревати гориво и самим тим ће
имати краће време живота. Због тога ће ове звезде бити веће, светлиjе али и
много топлиjе. Након сагоревања водоника, звезда такође расте до стадиjума
црвеног џина, али jоj се jезгро скупља и постаjе доста топлиjе од jезгара
лаких звезда коjе постаjу бели патуљци. Због веће топлоте, jезгра, након
сагоревања хелиjума и стварања угљеника и кисеоника, могу да наставе
са нуклеарним реакциjама, ствараjући теже елементе: неон, силициjум,
све до гвожђа. Ови елементи се таложе као слоjеви у jезгру где jе сваки
слоj испуњен све тежим елементом како се ближи центру звезде због веће
топлоте и могућности обављања даље нуклеарне фузиjе. Међутим, када
звезда створи гвожђе, даља фузиjа ниjе могућа и звезда опстаjе све док може
да сагорева остале елементе и производи довољно енергиjе да би се одупрла
гравитациjи. Након што истроши све гориво, гравитациjа преовладава и
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звезда се урушава. Спољашњи слоjеви се нагло скупљаjу и одбиjаjу од
jезгра ствараjући експлозиjу коjа избацуjе све тешке елементе коjе jе звезда
створила назад у свемир. Оваj догађаj се назива супернова. Током супернове
сви остали тешки и супертешки елементи се ствараjу, захваљуjући великоj
количини енергиjе коjа цепа материjу и спаjа jе поново. Ови елементи
се ствараjу само током супернове или током килонове (настаjе приликом
спаjања две неутронске звезде или неутронске звезде и црне рупе) и због
тога су толико ретки у природи. Супернове су толико сjаjне, да светле jаче
од целих галаксиjа и могуће их jе уочити голим оком. Гравитациjа звезде
ће толико сабити jезгро да ће сви електрони ући у реакциjу са протонима
ствараjући неутроне. Ова реакциjа, заправо, покреће супернову. Уколико jе
преостало jезгро након супернове лакше од 3M@, оно ће постати неутронска
звезда. Неутрони неће више моћи да се сабиjаjу и одупираће се гравитациjи
због Паулиjевог принципа искључења у поjави званоj притисак дегенерациjе
неутрона. Неутронске звезде су доста сабиjене и због тога изузетно мале (око
10км полупречник), али зато садрже масу почетног jезгра.

Слика 1.3: Поређење белог патуљка, неутронске звезде и Земље (с лева на десно).

1.4 Црна рупа

Уколико jе маса jезгра већа од 3M@, настаће црна рупа. Гравитациjа ће
бити толико jака да jоj се ни притисак дегенерациjе неутрона неће моћи
одупрети и jезгро ће се скупити у тачку нулте запремине и бесконачне густине
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названу сингуларитет. Тако ће настати црна рупа. Црна рупа толико савиjа
простор-време да jоj чак ни светлост не може побећи. Фотони не могу да
побегну толикоj гравитациjи и због тога ми не видимо како црна рупа изгледа.
Оно што ми заправо видимо назива се хоризонт догађаjа. Радиjус хоризонта
догађаjа назива се Шварцшилдов радиjус Rs “

2GNM
c2

(где jе Rs Шварцшилдов
радиjус, GN гравитациона константа, M маса обjекта и c брзина светлости).
Након преласка хоризонта догађаjа, да бисте напустили црну рупу морали
бисте да се крећете брже од светлости што jе, наравно, немогуће.

Слика 1.4: Животни циклус звезда.

Општа теориjа релативности предвиђа неколико различитих типова црних
рупа:

црна рупа неротираjућа ротираjућа
ненаелектрисана Шварцшилд Кер
наелектрисана Раjзнер-Нордструм Кер-Њуман
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2.1 Еуклидски простор E3 и метрика

Слика 2.1: Еуклидски простор.

У еуклидском тродимензионалном простору сваку тачку простора можемо
jединствено одредити помоћу уређене троjке Декартових координата px, y, zq.
Узмимо да се координате означаваjу са xi где jе i P t1, 2, 3u. Тада jе растоjање
између две тачке простора дато изразом:

ds2E “ `pdx
1
q
2
`pdx2q2`pdx3q2 (2.1)

Из jедначине се види да у еуклидском простору растоjање мора бити

7



8 2. Математички увод

ненегативно (кажемо да jе метрика дефинитна). Знаци испред сабирака у
(2.1) чине сигнатуру метрике. Тако еуклидска метрика има сигнатуру (+++).

Jош jедан начин да запишемо формулу (2.1) jесте увођењем Кронекерове
делте:

δij “

#

1, за i “ j

0, за i ‰ j
(2.2)

Увођењем Кронекерове делте израз (2.1) постаjе:

ds2E “
3
ÿ

i,j“1

δijdx
idxj (2.3)

Од сада ћемо користити, ради краћег писања, Аjнштаjнову сумациону
конвенциjу по коjоj се сумира по поновљеном индексу коjи jе jедном горњи, а
jедном доњи. Тиме се израз (2.3) своди на:

ds2E “ δijdx
idxj (2.4)

Уколико квадрат растоjања представимо у овом облику, онда елементе
са двоструким индексом зовемо компонентама метрике. У изразу (2.4) δij
представљаjу компоненте еуклидске метрике. Метрика jе, дакле, диjагонална.

Сада ћемо представити скаларни производ користећи еуклидску метрику:

ÝÑ
A ¨

ÝÑ
B “ δijA

iBj (2.5)

Ако узмемо да d~x одређуjе растоjање између две тачке коjе посматрамо, онда
израз (2.4), користећи (2.5), постаjе:

ds2
E “ d~x ¨ d~x (2.6)

Jедна од одлика растоjања између тачака jесте да оно не зависи од
ротациjе координатног система. Скаларни производ било коjа два вектора jе
инвариjантан, то jест не мења се приликом ротациjе.

Сада ћемо увести контракциjу:

Ai “ δijA
j (2.7)

На таj начин, израз (2.5) постаjе:

ÝÑ
A ¨

ÝÑ
B “ AiB

i (2.8)

Из (2.7) видимо да за еуклидски простор важи Ai “ Ai.
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2.2 Координатни сингуларитет
Еуклидску раван можемо представити помоћу Декартових координата или
помоћу криволиниjских координата, рецимо, поларних.

Слика 2.2: Декартове координате. Слика 2.3: Поларне координате.

Узмимо да jе:
#

x1 “ x

x2 “ y

#

x1
1

“ r

x2
1

“ θ
(2.9)

Онда можемо наћи везу између ова два координатна система, и то:
#

x “ r cos θ

y “ r sin θ
(2.10)

Растоjање између две тачке jе онда:

ds2 “ gijpxqdx
idxj “ dx2 ` dy2 (2.11)

односно, када запишемо у поларним координатама:

ds2 “ gi1j1px1qdxi
1

dxj
1

“ dr2 ` r2dθ2 (2.12)

Видимо да се компоненте метрике мењаjу са променом координатног система
док jе растоjање инвариjантно. За Декартове координате, односно поларне
координате важи:

gijpxq “ δij

$

’

&

’

%

grr “ 1

grθ “ gθr “ 0

gθθ “ r2
(2.13)
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Из овога се види да ће метрика код поларних координата зависити од
радиjалне координате (gθθ “ r2), односно од тачке простора коjу посматрамо.

У равном простору можемо увести координатни систем у коме компоненте
метрике не зависе од координата. Ако бисмо посматрали еуклидску
раван и увели поларне координате, наш простор би изгледао као да ниjе
раван. Међутим, пошто можемо увести Декартове координате у коjима су
компоненте метрике константне, можемо закључити да jе простор заправо
раван. Посебно jе значаjно то што поларне координате, за разлику од
Декартових, нису добро дефинисане у свакоj тачки простора (кажемо
да не покриваjу цео простор) jер jе у центру координатног система
r “ 0, али периодична координата θ ниjе jеднозначно дефинисана. Та
тачка се геометриjски не разликуjе од осталих тачака простора, али jоj
координате нису jеднозначно одређене. Такве тачке називамо координатним
сингуларитетима.

2.3 Простор Минковског M1`3

Простор Минковског jе четвородимензионални просторно-временски
континуум у коме jе свака тачка одређена са четири координате: три
просторне и jедном временском. Свака тачка простора представља jедан
догађаj. Координате се означаваjу са xµ, где jе µ P t0, 1, 2, 3u и x0 “ ct.
Растоjање између две тачке (догађаjа) jе дато изразом:

ds2M “ ηµνdx
µdxν “ ´c2dt2`pdx1q2`pdx2q2`pdx3q2 (2.14)

Метрика Минковског има сигнатуру (-+++) и диjагонална jе. Jош jедан начин
да се запише оваj израз jесте ако уведемо ~x, коjи представља еуклидски
вектор:

ds2M “ ´c2dt2`d~x2 (2.15)

Уколико се два инфинитезимално блиска догађаjа дешаваjу на истом месту,
односно ако jе d~x2 “ 0, онда израз (2.15) постаjе:

ds2M “ ´c2dτ 2 (2.16)

где jе τ такозвано сопствено време.
За разлику од еуклидског простора, у простору Минковског растоjање

може бити негативно. Зато растоjање делимо на три типа и то:
$

’

&

’

%

ds2M ă 0, растоjање jе ,,time-like’’ типа
ds2M “ 0, растоjање jе ,,light-like’’ типа
ds2M ą 0, растоjање jе ,,space-like’’ типа

(2.17)
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За скаларни производ у простору Минковског важи:

ÝÑ
A ¨

ÝÑ
B “ ηµνA

µBν
“ AνB

ν (2.18)

Такође важи и:
#

A0 “ ´A
0

Ai “ Ai, за i “ t1, 2, 3u
(2.19)

Лоренцове трансформациjе можемо представити помоћу следећег
графика:

Слика 2.4: Наш референтни систем (црна), референтни систем коjи се креће удесно
неком брзином (црвена) и светлосни конус (плава).

Лоренцове трансформациjе су, заправо, ротациjе простор-времена коjе
,,мешаjу’’ просторне и временске координате. Због сигнатуре метрике
Минковског, ове ротациjе одговараjу хиперболичким трансформациjама
координата:

»

—

—

–

ct1

x1
1

x2
1

x3
1

fi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

–

coshφ ´ sinhφ 0 0
´ sinhφ coshφ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

fi

ffi

ffi

fl

»

—

—

–

ct
x1

x2

x3

fi

ffi

ffi

fl

(2.20)

где jе:
tanhφ “

vx
c

(2.21)

и важи ´8 ă φ ă `8, ´c ă vx ă c.
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Наиме, ако се референтни систем креће удесно, имаћемо сажимање
координатних оса за исти угао, а ако се креће у лево имаћемо раздваjање
координатних оса. Светске линиjе светлости ће бити под углом од 45˝ и за
сваке две тачке (догађаjе) на тоj линиjи ће важити да jе ds2M “ 0. Да би
светлост имала исту брзину у свим инерциjалним референтним системима,
када извршимо Лоренцову трансформациjу, светска линиjа светлости ће
остати симетрала угла између координатних оса. Растоjање између два
догађаjа jе инвариjантно на Лоренцове трансформациjе, односно, растоjање
се не мења са променом инерциjалног референтног система. Пошто jе
растоjање између догађаjа геометриjско своjство простор-времена, оно ће
бити исто и у неинерциjалним референтним системима.

Светске линиjе светлости образуjу светлосни конус у свакоj тачки простор-
времена. Догађаjи коjи одговараjу тачкама смештеним у унутрашњости
конуса изнад x-осе формираjу апсолутну будућност, они у унутрашњости
конуса испод x-осе апсолутну прошлост. За догађаjе коjи леже изван
светлосног конуса датог догађаjа, временски поредак у односу на таj догађаj
jе релативан jер зависи од референтног система. Све тачке коjе се налазе
унутар светлосног конуса су на ,,time-like’’ растоjањима, све тачке коjе се
налазе на конусу су на ,,light-like’’ растоjањима, а све тачке коjе се налазе ван
светлосног конуса су на ,,space-like’’ растоjањима. Светске линиjе масивних
честица су ,,time-like’’ типа, тj. састоjе се од догађаjа коjи су на ,,time-like’’
растоjањима. Такве линиjе увек пролазе кроз локални светлосни конус.

Слика 2.5: Светлосни конуси у различитим тачкама светске линиjе масивне честице.

Посматраjмо неку честицу и њену светску линиjу из инерциjалног
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референтног система (ct, x). Нека jе време коjе jе протекло између два блиска
догађаjа на њеноj светскоj линиjи у том координатном систему dt, време
коjе jе протекло за честицу dτ (сопствено време) и брзина честице v1. Тада
jе веза између протеклог времена коjе jе забележила честица и протеклог
координатног времена дата изразом:

dτ “ dt

c

1´
v2

c2
“

dt

γpvq
(2.22)

где jе γpvq “ 1
b

1´ v2

c2

. Сопствено време можемо да дефинишемо и као време

између два инфинитезимално блиска догађаjа у референтном систему у коме
се ови реализуjу на истом месту.

2.4 Квадривектори положаjа, брзине и убрзања
у простору Минковског

Вектори у простору Минковског су четворокомпонентни, реални
вектори (квадривектори) и можемо их представити у виду вектор колона.
Квадривектор положаjа jе дат као:

Xµ
“

»

—

—

–

x0

x1

x2

x3

fi

ffi

ffi

fl

“

„

ct
~x



(2.23)

Слично као и у тродимензионалном простору, брзина се дефинише као
промена положаjа у jединици времена, али у овом случаjу, сопственог
времена. Тиме jе обезбеђено да се и извод трансформише као вектор при
Лоренцовим трансформациjама.

Uµ
“
dXµ

dτ
“ γpvq

dXµ

dt
“ γpvq

„

c
~v



(2.24)

где jе ~v “ d~x
dt
. Квадривектор брзине представља тангенту на светску линиjу

честице у датом тренутку, и имамо да jе:

9γ “
dγ

dt
“

~v ¨ ~a

c2p1´ v2

c2
q
3
2

(2.25)

Квадривектор убрзања се дефинише на сличан начин:

Aµ
“
dUµ

dτ
“ γ

dUµ

dt
“ γ

„

9γc
9γ~v ` γ~a



(2.26)

1Овде мислимо на компоненту vx, коjа може да мења вредност
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2.5 Успутни референтни систем
Посматраjмо неки референтни систем S и у њему масивну честицу

коjа се креће и њену светску линиjу. Изаберимо неки тренутак времена и
придружимо честици референтни систем S1 коjи се креће истом брзином као
и та честица у том тренутку у односу на посматрани референтни систем. Таj
референтни систем се зове успутни референтни систем. То jе инерциjални
референтни систем коjи се у датом тренутку креће истом релативном брзином
у односу на посматрани референтни систем као и честица. Из тога следи да
се честица не креће у успутном референтном систему. То значи да у успутном
референтом систему важи:

~v1 “ 0 (2.27)

односно:
9γ “ 0 (2.28)

Квадривектор убрзања, у успутном референтном систему jе:

Aµ1

“

„

0
~a1



(2.29)

Направимо сад Лоренцову трансформациjу S1 Ñ S:

Aµ
“

»

—

—

–

γ v
c
γ 0 0

v
c
γ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

fi

ffi

ffi

fl

»

—

—

–

0
a1

0
0

fi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

–

v
c
γa1

γa1

0
0

fi

ffi

ffi

fl

(2.30)

Односно, важи:
»

—

—

–

γ 9γc
γ 9γv ` γ2a

0
0

fi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

–

v
c
γa1

γa1

0
0

fi

ffi

ffi

fl

(2.31)

Сада можемо да извучемо везу између убрзања честице у успутном
референтном систему и оригиналном референтном систему (ct, x):

9γ “
va

c2p1´ v2

c2
q
3
2

a “

ˆ

1´
v2

c2

˙
3
2

a1
(2.32)

Пошто jе у простору Минковског скаларни производ инвариjантан у односу
на Лоренцове трансформациjе, онда и U 2 мора да има исту вредност у свим
инерциjалним референтним системима:

U 2
“ U ¨ U “ ηµνU

µ
¨ U ν

“ Uν ¨ U
ν
“ ´γ2c2 ` γ2v2 “ ´c2 (2.33)
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Пошто c има исту вредност у свим референтим системима, следи да и U 2 не
зависи од изабраног инерциjалног референтног система. Такође, A2 мора да
буде Лоренц-инвариjантно, па важи:

A2
“ A ¨A “ ηµ1ν1Aµ1

Aν1

“ Aν1Aν1

“
“

0 a1
‰

„

0
a1



“ a1
2 (2.34)

Одавде jе: ?
A2 “ a1 “ ap (2.35)

Ово убрзање називамо правим убрзањем (proper acceleration). Оно jе
апсолутно jер има исту вредност у свим референтним системима и jеднако jе
убрзању честице у успутном референтном систему.





3

Риндлеров простор

3.1 Риндлерове координате
Посматраjмо из инерциjалног референтног система (ct, x) честицу са

константним убрзањем (правим убрзањем) при датим почетним условима
xp0q “ x0 и vp0q “ 0. Тада, ако израз (2.32) запишемо као:

dv

dt
“

ˆ

1´
v2

c2

˙
3
2

ap (3.1)

добиjамо диференциjалну jедначину коjа раздваjа променљиве, односно, када
проинтегралимо:

vptqZ

0

dv

p1´ v2

c2
q
3
2

“

tZ

0

apdt (3.2)

Решаваjући интеграле добиjамо да jе:

vptq

c
“

apt

c
b

1` papt
c
q2

(3.3)

Одавде се види да брзина честице никада неће бити већа од c jер:

lim
tÑ8

vptq

c
“ lim

tÑ8

1
b

1

p
apt

c
q2
` 1

“ 1 (3.4)

Ако сада израз (3.3) запишемо као:

dx

dt
“

apt
b

1` papt
c
q2

(3.5)

17
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поново добиjамо диференциjалну jедначину коjа раздваjа променљиве, па кад
проинтегралимо имамо:

xptqZ

x0

dx “

tZ

0

aptdt
b

1` papt
c
q2

(3.6)

Решавањем интеграла се добиjа израз:

x´ x0 “
c2

ap

c

ap2t2

c2
` 1´

c2

ap
(3.7)

Када средимо (3.7) добиjамо:

ˆ

x´ x0 `
c2

ap

˙2

´ c2t2 “
c4

ap2
(3.8)

Да би поjедноставили општу jедначину (3.8), узмимо да jе x0 “ c2

ap
:

x2

c4

ap2

´
c2t2

c4

ap2

“ 1 (3.9)

Израз (3.9) jе канонска jедначина хиперболе. Гране хиперболе, за дато
ap, одговараjу светским линиjама честица са константним убрзањем ap.
Краци светлосног конуса, ct “ ˘x представљаjу асимптоте за сваку од
ових хипербола. Ако бисмо имали посматрача коjи се креће константним
убрзањем, његове светске линиjе би биле хиперболе (3.9) у простору
Минковског. Таj посматрач се назива Риндлер посматрач. С обзиром на то
да се хиперболе налазе и са леве и са десне стране временске ct-осе, онда
одговараjуће области светлосног конуса (у коjима леже хиперболе) називамо
леви Риндлеров простор (леви ,,wedge’’) и десни Риндлеров простор (десни
,,wedge’’).
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Слика 3.1: Светске линиjе (хиперболе) различитих Риндлер посматрача.

Сада ћемо да запишемо jедначину хиперболе користећи хиперболичке
функциjе. Када квадрирамо израз (3.3) имамо:

v2

c2
“

ap2t2

c2

1` papt
c
q2

(3.10)

Уврстимо сада jедначину (3.10) у израз (2.22):

dτ “ dt

g

f

f

e1´
ap2t2

c2

1` papt
c
q2

(3.11)

односно:

dτ “ dt
1

b

1` papt
c
q2

(3.12)

Добили смо диференциjалну jедначину коjа раздваjа променљиве. Када
проинтегралимо, добиjамо:

τZ

0

dτ “

tZ

0

dt
1

b

1` papt
c
q2

(3.13)

Даљим решавањем добиjамо:

apτ

c
“ arsinh

ˆ

apt

c

˙

(3.14)



20 3. Риндлеров простор

Када средимо израз (3.14) добиjамо:

ct “
c2

ap
sinh

´apτ

c

¯

(3.15)

Знаjући да jе x0 “ c2

ap
и cosh parsinhpxqq “

?
x2 ` 1, jедначину (3.7) можемо да

запишемо као:

x “
c2

ap
cosh

ˆ

arsinh

ˆ

apt

c

˙˙

(3.16)

Када у израз (3.16) уврстимо jедначину (3.14), добиjамо коначни облик:

x “
c2

ap
cosh

´apτ

c

¯

(3.17)

Нека jе c2

ap
“ ρ и apτ

c
“ cη. Тада координате можемо да запишемо као:

ct “ ρ sinh cη

x “ ρ cosh cη
(3.18)

где важи да jе 0 ă ρ ă `8 и ´8 ă η ă `8. Ово су Риндлерове координате,
односно координате Риндлер посматрача. На оваj начин смо покрили само
десни Риндлеров простор.

Слика 3.2: Десни Риндлеров простор (,,wedge’’), полуосе (зелена) и хиперболе
(црвена).
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На jедноj хиперболи jе ρ константно, а η расте, док jе на jедноj полуоси η
константно, а ρ расте. На горњем краку светлосног конуса (ct “ x) jе η “ `8,
а за доњи крак (ct “ ´x) jе η “ ´8. За полуосу коjа се поклапа са x-осом
важи да jе η “ 0. Риндлерове координате коjе смо горе увели покриваjу само
унутрашњост десног ,,wedge-а’’и нису добро дефинисане у центру светлосног
конуса као ни на крацима светлосног конуса. И овде се ради о координатним
сингуларитетима. Оваj светлосни конус се назива Риндлеров хоризонт.

3.2 Риндлерови посматрачи и њихови закони
Запишимо сада метрику користећи Риндлерове координате:

ds2 “ ´c2dt2 ` dx2 “ ´c2ρ2dη2 ` dρ2 (3.19)

За датог Риндлер посматрача jе ρ “ const, односно dρ “ 0:

ds2Rindler “ ´c
2ρ2dη2 “ ´c2dτ 2Rindler (3.20)

пошто знамо да jе:

τRindler “
c2

ap
η (3.21)

Узмимо два Риндлер посматрача. Нека jе у t0 “ 0, τ10 “ 0 и τ20 “ 0, и нека
jе ap2 ą ap1 .

Слика 3.3: Два Риндлер посматрача.
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Након неког времена t ‰ 0, први Риндлер посматрач ће забележити време τ1,
а други τ2. Онда из израза (3.18) видимо:

c2

ap1
sinh cη1 “

c2

ap2
sinh cη2 (3.22)

Са слике 3.3 се види да jе η2 ą η1. На основу (3.21) знамо да за првог
посматрача важи:

τ1 “
c2

ap1
η1 (3.23)

Аналогно за другог:

τ2 “
c2

ap2
η2 (3.24)

Ако поделимо (3.23) и (3.24) и искористимо (3.22):

τ1
τ2
“
η1
η2

ap2
ap1

“
η1
η2

sinh cη2
sinh cη1

ą 1 (3.25)

Одавде се види да jе τ1 ą τ2, односно за посматрача чиjе jе убрзање веће,
сопствено време спориjе тече, и обратно.

3.3 Унруов ефекат
Основна идеjа квантне теориjе поља (КТП) jе да се честице могу

схватити као дискретне ексцитациjе фундаменталних физичких поља.
Сваком фундаменталном пољу одговара jедан тип честица. На пример,
честице електромагнетног поља су фотони. Поjединачне честице (тj.
jедночестична стања квантног поља) су окарактерисане одговараjућим
квантним броjевима (типично, таласни вектор и проjекциjа спина или
поларизациjа). Jедноставности ради, говорићемо о безмасеним честицама
спина 0, као ,,квантима’’ реалног скаларног поља. Таласни вектор дефинише
jедан дозвољени ,,мод осциловања’’ поља. Дисперзиона релациjа честица jе:

ω~k “ c|~k| (3.26)

Енергиjу jедног кванта рачунамо по формули:

E~k “ ~ω~k (3.27)

Стање квантног поља jе окарактерисано тиме колико честица се налази у
ком моду осциловања поља (тj. у ком jедночестичном стању). То означавамо
користећи Диракову (бра-кет) нотациjу:

|N1, N2, ..., Ni, ...y (3.28)
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где се Ni честица налази у моду осциловања ~ki. Ово су тзв. броjеви
попуњености. Вакуум, тj. стање у коме нема честица, се записуjе као
|0, 0, 0, ...y. Енергиjа поља jе тада jеднака:

E “
ÿ

~k

N~k~ω~k (3.29)

Из квантне теориjе поља следи израз за средњи броj попуњености стања
са таласним вектором ~k:

N~k “ re
~ω~k
kBT ´ 1s´1 (3.30)

Ово jе чувена Бозе-Аjнштаjнова расподела. На основу овог израза, можемо
да изведемо jедначину за средњу енергиjу:

E “
ÿ

~k

N~k~ω~k (3.31)

Размотрићемо укратко како гранични услови утичу на спектар дозвољених
вредности ~k-вектора. Посматраjмо слободну честицу1 коjа се креће дуж x-осе
на дужини L. РешавањемШредингерове jедначине за случаj слободне честице
коjа се креће дуж x-осе добиjа се:

Ψpxq “
1
?
L
eikx (3.32)

Ако наметнемо периодични гранични услов да jе Ψp0q “ ΨpLq имамо:

1
?
L
“

1
?
L
eikL (3.33)

односно:
1 “ eikL (3.34)

Тиме добиjамо дозвољене вредности x-компоненте таласног вектора:

knx “
2nxπ

L
(3.35)

где nx P Z. То значи да ће размак између различитих дозвољених стања бити
2π
L
.
Посматраjмо тродимензионални простор са три међусобно ортогоналне осе

x , y и z. Доказали смо да jе knx “
2nxπ
L

за jеднодимензионални простор. Исти
принцип можемо користити и за тродимензионални простор уз периодичне

1Честица jе слободна ако на њу не делуjе никаква сила.
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граничне услове Ψp0, y, zq “ ΨpL, y, zq, Ψpx, 0, zq “ Ψpx, L, zq и Ψpx, y, 0q “
Ψpx, y, Lq одакле следи:

kny “
2nyπ

L
(3.36)

knz “
2nzπ

L
(3.37)

где jе ny, nz P Z. То значи да jе размак између две суседне дозвољене вредности
за све три компоненте таласног вектора jеднак 2π

L
. Дозвољени таласни вектори

се могу представити као дискретан скуп тачака у тродимензионалном ~k-
простору. Када бисмо провукли праве кроз те тачке, добили бисмо решетку
чиjи сваки чвор представља jедну дозвољену вредност ~k-вектора. Тада би
запремина jедне ћелиjе била:

V 1 “

ˆ

2π

L

˙3

“
8π3

V
(3.38)

где jе V запремина простора у коjем се честица налази. Свакоj дозвољеноj
вредности ~k одговара запремина V 1.

Слика 3.4: Дискретан скуп дозвољених вредности ~k-вектора.

Што jе веће L, то се размак између дозвољених вредности ~k смањуjе.
Уколико узмемо довољно велико L, вредности постаjу квази-континуалне jер
jе густина ~k веома велика, па jе прилично добра апроксимациjа да, уместо да
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преброjавамо чворове решетке, нађемо запремину ~k-простора и поделимо jе
са запремином jедне ћелиjе. Тада израз (3.31) можемо да запишемо као:

E “
V

8π3

Z
dV~kN~k~ω~k (3.39)

Запишимо сада
R
dV~k користећи сферне координате.

Z
dV~k “

`8Z

´8

dkx

`8Z

´8

dky

`8Z

´8

dkz “

`8Z

0

πZ

0

2πZ

0

k2 sin θdkdθdϕ (3.40)

Можемо одмах да решимо интеграл по угловима:

πZ

0

sin θdθ

2πZ

0

dϕ “ 4π (3.41)

Онда, користећи (3.30) и (3.40), израз (3.39) можемо да запишемо као:

E “
V

8π3
4π

`8Z

0

dkk2
~ck

e
~ck
kBT ´ 1

(3.42)

Уведимо смену ω “ ck. Тиме добиjамо:

E “
V

2π2c3

`8Z

0

dω
~ω3

e
~ω

kBT ´ 1
(3.43)

Одавде можемо да изведемо спектралну густину енергиjе:

Epωq

V
“

~ω3

2π2c3
´

e
~ω

kBT ´ 1
¯ (3.44)

Ово jе, заправо, Планков закон зрачења на температури T .
Квантна теориjа поља предвиђа да ће Риндлер посматрач са убрзањем

ap “
c2

ρ
детектовати присуство честица чак и када се квантно поље налази у

стању вакуума |000...>. Штавише, за Риндлер посматрача, честице ће бити
расподељене по модовима поља према Бозе-Аjнштаjновоj расподели коjа
одговара термалноj равнотежи на температури:

kBT pρq “
~c

2πρ
“

~ap
2πc

(3.45)
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где jе kB Болцманова константа. Ово jе тзв. Унруов ефекат. T pρq се назива
Унруова температура и њу би, бар у теориjи, Риндлер посматрач могао да
измери. Што jе веће убрзање ap Риндлер посматрача, то jе већа и Унруова
температура коjу он детектуjе; у близини Риндлеровог хоризонта она постаjе
бесконачна. Насупрот томе, инерциjални посматрачи виде управо вакуумско
стање квантног поља и за њих jе T “ 0.
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Гравитациjа и црна рупа

4.1 Аjнштаjнове jедначине поља
Након Опште теориjе релативности, гравитациjу више не третирамо као

силу, већ као своjство самог простор-времена. Материjа закривљуjе простор-
време и та закривљеност простор-времена се манифестуjе као гравитациjа.
Динамика простор-времена описана jе Аjнштаjновим jедначинама поља:

Rµν ´
1

2
Rgµν ` Λgµν “

8πGN

c4
Tµν (4.1)

где Rµν представља Ричиjев тензор, R Ричиjев скалар, Λ космолошку
константу, gµν метрику простор-времена (коjа jе и резултат решавања
Аjнштаjнових jедначина), GN гравитациону константу и Tµν тензор енергиjе
импулса. Аjнштаjнове jедначине поља нам, заправо, говоре да jе закривљеност
простор-времена пропорционална енергиjи/импулсу у тоj тачки простор-
времена. Материjа закривљуjе простор-време, док простор-време одређуjе
начин кретања материjе.

Ако узмемо да jе Λ “ 0 и Tµν “ 0, добиjамо Аjнштаjнове вакуумске
jедначине:

Rµν ´
1

2
Rgµν “ 0 (4.2)

Биркхофова теорема каже да jе Шварцшилдова метрика (метрика
коjа описуjе геометриjу Шварцшилдове црне рупе) jединствено, сферно-
симетрично и стационарно решење вакуумских Аjнштаjнових jедначина.

4.2 Шварцшилдова метрика
Уведимо Шварцшилдове координате pt, r, θ, φq, где t представља временску

координату, а r, θ, φ сферне координате. Оне покриваjу простор изван црне

27
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рупе, односно изван хоризонта догађаjа.
Шварцшилдова метрика описуjе геометриjу Шварцшилдове црне рупе. У

Шварцшилдовим координатама она jе дата са:

ds2 “ ´c2fprqdt2 `
1

fprq
dr2 ` r2pdθ2 ` sin2 θdφ2

q (4.3)

где jе fprq дато изразом:

fprq “ 1´
Rs

r
(4.4)

Rs представља Шварцшилдов радиjус, односно радиjус црне рупе масе M :

Rs “
2MGN

c2
(4.5)

Пошто dΩ2 “ dθ2 ` sin2 θdφ2 представља метрику на сфери, онда израз (4.3)
можемо записати као:

ds2 “ ´c2fprqdt2 `
1

fprq
dr2 ` r2dΩ2 (4.6)

Jедноставности ради, посматраћемо све дуж jедног радиjалног правца коjи
се налази у екваториjалноj равни црне рупе, односно важи dθ “ 0 и dφ “ 0.
Онда нам се израз (4.3) своди на:

ds2 “ ´c2fprqdt2 `
1

fprq
dr2 (4.7)

Тачка r “ 0 одговара центру црне рупе и представља геометриjски
сингуларитет. За r “ Rs jе fprq “ 0, тако да су и све тачке на хоризонту
догађаjа сингуларне. Међутим, овде се ради о координатном сингуларитету
jер jе закривљеност простор-времена на хоризонту коначна. Видимо да за
r ă Rs функциjа fprq постаjе негативна и долази до промене сигнатуре
метрике, тj. као да временска и просторна координата мењаjу улоге. Унутар
хоризонта догађаjа, кретање ка сингуларитету постаjе неизбежно.
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Слика 4.1: Црна рупа и jедан радиjални правац.

4.3 Сопствено време и право растоjање
Посматраjмо два догађаjа коjа су се десила на истом месту, односно за коjе

jе dr “ 0. Тада jе:
ds2 “ ´c2fprqdt2 “ ´c2dτ 2 (4.8)

Имамо да jе сопствено време између та два догађаjа:

dτ “
a

fprqdt (4.9)

За бесконачно удаљеног посматрача важи:

dτ “ lim
rÑ`8

c

1´
Rs

r
dt “ dt (4.10)

Одавде се види да координата t, заправо, представља сопствено време
бесконачно удаљеног посматрача. Фактор

a

fprq се назива фактор
гравитационог црвеног помака. Замислимо да неки посматрач на неком
растоjању r ą Rs емитуjе неки светлосни сигнал ка r “ 8. Веза између
енергиjе сигнала коjи jе емитовао таj посматрач и енергиjе коjу очитава
посматрач у бесконачности jе:

hν8 “ hνr

c

1´
Rs

r
(4.11)



30 4. Гравитациjа и црна рупа

Фреквенциjа сигнала у бесконачности ће бити мања него фреквенциjа
емитованог сигнала, односно, ићи ће према црвеном делу спектра, па се зато
фактор

a

fprq назива фактор гравитационог црвеног помака.
Када би емитовали фотон са самог хоризонта догађаjа (r “ Rs), имали

бисмо бесконачни црвени помак.
Као што можемо да дефинишемо сопствено време, тако можемо и да

дефинишемо право растоjање (proper distance). Право растоjање jе растоjање
између два догађаjа коjа се дешаваjу у истом временском тренутку (dt “ 0)
за посматрача у бесконачности. Онда израз (4.7) можемо да запишемо као:

ds2 “
1

a

fprq
dr2 “ dρ2 (4.12)

Одатле jе:

dρ “
1

fprq
dr (4.13)

Овако смо добили диференциjалну jедначину коjа раздваjа променљиве.
Њеним решавањем добиjамо израз за право растоjање:

ρ “

rZ

Rs

1

fprq
dr (4.14)

Оно представља растоjање посматрача од хоризонта догађаjа.

4.4 Геометриjа у близини хоризонта
Сада ћемо испитати геометриjу у близини хоризонта догађаjаШварцшилдове

црне рупе (r « Rs). Користећи Теjлоров развоj добиjамо:

fprq “ fpRsq ` f
1
pRsqpr ´Rsq ` ... “ f 1pRsqpr ´Rsq ` ... (4.15)

Што смо ближе хоризонту догађаjа, то jе апроксимациjа боља. Онда израз
(4.13) можемо да запишемо као:

dρ “
dr

a

f 1pRsqpr ´Rsq ` ...
(4.16)

Добили смо диференциjалну jедначину коjа раздваjа променљиве. Њеним
решавањем се добиjа:

ρ “
2

a

f 1pRsq

a

r ´Rs ` ... (4.17)
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Из (4.15) и (4.17) следи да jе:

fprq “

„

1

2
f 1pRsq

2

ρ2 ` ... (4.18)

Уведимо величину:

K “
c2

2
f 1pRsq “

c4

4GNM
(4.19)

коjа представља гравитационо убрзање на хоризонту догађаjа онако како га
мери посматрач у бесконачности. Онда jе:

fprq “
K2ρ2

c4
` ... (4.20)

У близини хоризонта догађаjа, Шварцшилдова метрика поприма следећи
облик:

ds2 “ ´
K2ρ2

c2
dt2 ` dρ2 (4.21)

Ако уведемо нову ,,time-like’’ координату:

η “
Kt

c2
(4.22)

добиjамо:
ds2 “ ´c2ρ2dη2 ` dρ2 (4.23)

На оваj начин смо добили Риндлерову метрику. Геометриjа у околини
хоризонта догађаjа Шварцшилдове црне рупе jе иста као геометриjа
Риндлеровог простора (десног Риндлеровог ,,wedge-а,,). Стационарни
посматрач у близини хоризонта догађаjа, на растоjању ρ « 0 одговара
Риндлер посматрачу у простору Минковског са Риндлеровом координатом
ρ “ const, тj. са убрзањем ap “

c2

ρ
. Та веза jе jедан специjалан случаj

Аjнштаjновог принципа еквиваленциjе1.
Убрзање стационарног посматрача (r “ const.) у Шварцшилдовоj

геометриjи jе:

aprq “
c2Rs

2r2
a

fprq
(4.24)

Ако се посматрач налази у близини црне рупе (r « Rs) можемо да
апроксимирамо jедначину (4.24), па имамо да jе:

aprq «
c2Rs

2R2
s

a

f 1pRsqpr ´Rsq
“
c2
a

f 1pRsq

2
?
r ´Rs

(4.25)

1Принцип еквиваленциjе каже да jе гравитационо поље локално еквивалентно
(неразличиво од) неинерциjалног система са константним убрзањем у простору Минковског
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Користећи израз (4.17), добиjамо да jе у близини хоризонта догађаjа:

aprq «
c2

ρ
(4.26)

што одговара убрзању Риндлер посматрача са истом ρ-координатом. С друге
стране, посматрач у бесконачности мери убрзање стационарног посматрача у
r ą Rs:

a8prq “ aprq
a

fprq «
c2
a

f 1pRsq

2
?
r ´Rs

c

1´
Rs

r
“
c2
a

f 1pRsq

2
?
r

(4.27)

Ако се посматрач налази на хоризонту догађаjа (r “ Rs), онда посматрач у
бесконачности мери убрзање:

a8 “
c2
a

f 1pRsq

2
?
Rs

“
c2

2
f 1pRsq “ K (4.28)

4.5 Температура црне рупе

Температура коjу мери Риндлер посматрач коjи се креће убрзањем
ap jе температура Унруовог ефекта (3.45). С обзиром да су стационарни
посматрачи (r “ const.) у близини хоризонта догађаjа Шварцшилдове црне
рупе (стационарни посматрачи су неинерциjални посматрачи jер им светске
линиjе нису геодезици) еквивалентни Риндлер посматрачима у простору
Минковског, можемо да закључимо да ће и они детектовати термално
зрачење на температури:

kBTBHprq “
~aprq
2πc

(4.29)

Ово jе температура Хокинговог зрачења црне рупе. За посматрача коjи се
налази у близини хоризонта догађаjа (r « Rs), користећи апроксимациjу
(4.26), важи:

kBTBHprq «
~c

2πρ
(4.30)

Посматрач у бесконачности мери температуру:

kBTBH “
~K
2πc

“
~c3

8πGNM
(4.31)

и њу називамо температуром црне рупе.
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4.6 Ентропиjа црне рупе
Температура, енергиjа и ентропиjа су повезане следећом општом

релациjом:
1

T
“
dS

dE
(4.32)

Користећи температуру добиjену у (4.31), имамо:

dS

dE
“

8πGNMkB
~c3

(4.33)

Знамо да за Шварцшилдову црну рупу важи:

E “Mc2 (4.34)

па кад то уврстимо у израз (4.33), добиjамо:

dS

dE
“

8πGNkB
~c5

E (4.35)

Добили смо диференциjалну jедначину коjа раздваjа променљиве. Њеним
решавањем, уз услов да jе SpE “ 0q “ 0, налазимо израз за ентропиjу:

S “
4πGNkB

~c5
E2
“

4πGNkBM
2

~c
(4.36)

Знамо да jе радиjус црне рупе (Шварцшилдов радиjус):

Rs “
2GNM

c2
(4.37)

Површина црне рупе jе:

A “ 4πR2
s “

16πG2
NM

2

c4
(4.38)

Ентропиjа Шварцшилдове црне рупе jе сада:

S “
Ac3kB
4~GN

(4.39)

Планкова дужина jе дата изразом:

`P “

c

~GN

c3
(4.40)

Тада важи да jе:
S

kB
“

A

4`2P
(4.41)

Ово jе Бекенштаjн-Хокингова формула. Ентропиjа црне рупе jе пропорциjална
површини хоризонта догађаjа, а не запремини црне рупе. Ово jе битна разлика
у односу на друге физичке системе.
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Закони термодинамике црних
рупа

Топлотни капацитет црне рупе дефинишемо као:

C “ T
dS

dT
ă 0 (5.1)

Одавде видимо да са порастом температуре црне рупе, смањуjе се њена
ентропиjа. Ово jе веома необично, с обзиром да у већини система важи да са
порастом температуре, расте и ентропиjа.

За црну рупу можемо да напишемо и њена четири закона термодинамике:

• Нулти закон термодинамике црне рупе: Гравитационо убрзање на
хоризонту догађаjа K jе исто на свим тачкама хоризонта догађаjа.
Аналогиjа jе са нултим законом термодинамике да ако се систем налази
у термодинамичкоj равнотежи, температура му jе иста у свакоj тачки.

• Први закон термодинамике црне рупе:

c2dM “ TdS ` ΩdJ ` ΦdQ “
c2K

8πGN

dA` ΩdJ ` ΦdQ (5.2)

где jе Ω угаона брзина црне рупе, J угаони момент црне рупе, Φ
електростатички потенциjал на хоризонту догађаjа, а Q наелектрисање
црне рупе.

• Други закон термодинамике црне рупе: Површина хоризонта догађаjа
A у изолованом систему никада не опада. Аналогиjа са другим законом
термодинамике да ентропиjа изолованог система никада не опада.
Уколико посматрамо две црне рупе коjе се спаjаjу, укупна ентропиjа
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новонастале црне рупе не сме бити мања од збира ентропиjа полазних
црних рупа, односно површина хоризонта догађаjа новонастале црне
рупе ниjе мања од збира површина хоризоната догађаjа полазних црних
рупа.

• Трећи закон термодинамике црне рупе: Ниjе могуће ниjедним процесом,
небитно колико идеализованим, довести гравитационо убрзање
хоризонта догађаjа K на нулу у коначном броjу корака. Аналогиjа са
трећим законом термодинамике да ниjе могуће достићи апсолутну нулу
у коначно много корака у небитно колико идеализованом процесу.
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Закључак

Црне рупе представљаjу jедну од наjвећих енигми модерне физике. Иако
их jе Аjнштаjн предвидео у своjоj Општоj теориjи релативности, на њихов
доказ постоjања смо чекали више од сто година. Многе од феномена коjе
везуjемо за црне рупе jе у овом тренутку немогуће потврдити. Међутим, то
нас не спречава да и даље откривамо нове поjаве везане за њих. ,,Важно jе не
престаjати постављати питања.’’1

Ову прилику бих желео да искористим да се захвалим моjим менторима
доктору Драгољубу Гочанину и докторки Александри Димић на уложеном
труду и стрпљењу без кога оваj рад не би постоjао. Посебно бих се захвалио
докторки Александри Димић на прелепе четири године коjе jе провела са
нама и научила нас многе ствари, не само из физике, него и самог живота.
Такође бих се захвалио и доктору Драгољубу Кечкићу на пренетом знању из
математике у протекле две године.

1The important thing is not to stop questioning. (Albert Einstein)
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